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�1. Ïðîáëåìà ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà

Ëåêöèÿ 1
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîçäàåò áàçó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ðåàëüíûõ

ÿâëåíèé, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòîòàìè ïîÿâëå-
íèÿ îïðåäåëåííûõ ñîáûòèé. Ðàñïîëàãàÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ, ìû ìî-
æåì ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòè (îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû) ýòèõ ñîáûòèé è òåì
ñàìûì îïòèìèçèðîâàòü ñâîå ïîâåäåíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ñòðîèò ìîäåëè èíäóêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ â ýòèõ
óñëîâèÿõ íà îñíîâå èìåþùèõñÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé. Îñíîâíàÿ ïðîáëå-
ìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî íàáëþäåíèÿì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ (îáû÷-
íî ýòî � çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí) äàòü ìåòîä âûáîðà
äåéñòâèé, ïðè êîòîðûõ ÷àñòîòà îøèáîê áûëà áû íàèìåíüøåé. Åñòåñòâåí-
íî, ýòà ïðîáëåìà ñîïðÿæåíà ñ ðåøåíèåì ñëîæíûõ çàäà÷ íà ýêñòðåìóì, íî
äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòè çàäà÷è íå óäàåòñÿ ðåøèòü, òåîðèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé äàåò ìåòîä äëÿ ðàñ÷åòà ñðåäíåé âåëè÷èíû ïîòåðü, êîòîðûå ìû áóäåì
íåñòè, èñïîëüçóÿ êîíêðåòíîå, âûáðàííîå íàìè ïðàâèëî èíäóêòèâíîãî ïîâå-
äåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà åñòü òåîðèÿ ïðè-
íÿòèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, êîãäà ïîñëåäñòâèÿ îò äåéñòâèé, ïðåäïðè-
íèìàåìûõ íà îñíîâå ýòèõ ðåøåíèé, íîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà èñïîëüçóåò ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðàñ÷åòà
÷àñòîòû �íåïðàâèëüíûõ� ðåøåíèé èëè, áîëåå îáùî, äëÿ âåëè÷èíû ñðåäíèõ
ïîòåðü, êîòîðûå íåèçáåæíî âîçíèêàþò â óñëîâèÿõ ñëó÷àéíîñòè, êàê áû ìû
íè ïûòàëèñü îïòèìèçèðîâàòü ñâîå ïîâåäåíèå â ýòèõ óñëîâèÿõ.

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèõ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè è, îò÷àñòè, ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ, ñ òåì ÷òîáû â ïîñëåäóþùåì ôîð-
ìàëèçîâàòü îáùóþ ïðîáëåìó ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.

Ïðèì å ð 1.1. Îïðåäåëåíèå îáùåãî ñîäåðæàíèÿ ñåðû â äèçåëüíîì òîï-
ëèâå. Ìû ñíîâà îáðàùàåìñÿ ê ïðèìåðó 7.2 èç êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
ãäå ðå÷ü øëà î âàæíîé â ýêîëîãè÷åñêîì îòíîøåíèè õàðàêòåðèñòèêå äè-
çåëüíîãî òîïëèâà � ïðîöåíòíîì ñîäåðæàíèè ýëåìåíòàðíîé ñåðû, êîòîðàÿ
ïðè ñæèãàíèè è ïîñëåäóþùåì ñîåäèíåíèè ñ âîäîé äàåò ñåðíóþ êèñëîòó.
Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðè àòòåñòà-
öèè äèçåëüíîãî òîïëèâà ïî ýòîé õàðàêòåðèñòèêå áûëà âûçâàíà çíà÷èòåëü-
íûìè ðàñõîæäåíèÿìè ìåæäó ðåçóëüòàòàìè x1, . . . , xn ïàðàëëåëüíûõ è íåçà-
âèñèìûõ èñïûòàíèé n ïðîá èç ïàðòèè äèçåëüíîãî òîïëèâà. Åñëè äàæå èñ-
êëþ÷èòü îøèáêè ýêñïåðèìåíòà, ñâÿçàííûå ñ íåïðàâèëüíûì îïðåäåëåíèåì
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âåñà ïðîáû è òèòðîâàíèåì, òî âñå ðàâíî ðàçáðîñ â ïàðàëëåëüíûõ èñïûòà-
íèÿõ áóäåò çíà÷èòåëüíûì â ñèëó ñëó÷àéíîãî õàðàêòåðà ïðîöåññà ñæèãàíèÿ
ïðîáû òîïëèâà è âûïàäåíèÿ ÷àñòè ýëåìåíòàðíîé ñåðû â çîëó. Íî â òàêîì
ñëó÷àå âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ÷òî æå ìû èçìåðÿåì è ÷òî æå ýòî
çà õàðàêòåðèñòèêà äèçåëüíîãî òîïëèâà, êîòîðóþ ìû íàçâàëè �îáùèì ñî-
äåðæàíèåì ñåðû� ? Â ïðàêòèêå ëàáîðàòîðíûõ èñïûòàíèé îáû÷íî ãîâîðÿò î
ñðåäíåì çíà÷åíèè ýòîé õàðàêòåðèñòèêè, è äèçåëüíîå òîïëèâî àòòåñòóåòñÿ
âåëè÷èíîé x = n−1

∑n

1
xk � àðèôìåòè÷åñêèì ñðåäíèì ðåçóëüòàòîâ ïàðàë-

ëåëüíûõ èñïûòàíèé. Ýòî è åñòü òî �èíäóêòèâíîå ïîâåäåíèå� ñòàòèñòèêà â
óñëîâèÿõ ñëó÷àéíîñòè, î êîòîðîì ìû ãîâîðèëè â íà÷àëå ëåêöèè, è îïðàâ-
äàíèå ðàçóìíîñòè òàêîãî ïîâåäåíèÿ åñòåñòâåííî èñêàòü â ðàìêàõ çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðèìåðå 7.2 ìû èíòåðïðåòèðîâàëè ðåçóëüòàò x îïðå-
äåëåíèÿ îáùåãî ñîäåðæàíèÿ ñåðû â îäíîé ïðîáå êàê ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñî ñðåä-
íèì µ è äèñïåðñèåé σ2, ïðè÷åì çíà÷åíèå (íåèçâåñòíîå ýêñïåðèìåíòàòîðó)
ïàðàìåòðà µ ÿâëÿëîñü ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì òîé, íå ñîâñåì ïîíÿò-
íîé äëÿ íàñ õàðàêòåðèñòèêè èñïûòóåìîãî òîïëèâà, êîòîðàÿ íàçûâàëàñü �îá-
ùèì ñîäåðæàíèåì ñåðû� . Â ðàìêàõ ýòîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè åñòåñòâåííî
òðàêòîâàòü ðåçóëüòàòû x1, . . . , xn ïàðàëëåëüíûõ èñïûòàíèé n ïðîá äèçåëü-
íîãî òîïëèâà êàê íàáëþäåíèÿ n íåçàâèñèìûõ êîïèé X1, . . . , Xn ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X. Òåðìèí �êîïèÿ� â äàííîì ñëó÷àå óïîòðåáëÿåòñÿ äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäàÿ èç íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò òî
æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è X. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî X1, . . . , Xn

íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû N (µ, σ2), òàê ÷òî â ñèëó çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè îáúåìà èñïûòàíèé n

X =
1

n

n∑

k=1

Xk→
P

µ.

Èòàê, çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ãàðàíòèðóåò íàì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øîì îáúåìå èñïûòàíèé ìû áóäåì áëèçêè ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ èññëåäó-
åìîé õàðàêòåðèñòèêè òîïëèâà. Îäíàêî íà ïðàêòèêå â çàâîäñêèõ ëàáîðà-
òîðèÿõ îáû÷íî ñæèãàþòñÿ âñåãî äâå ïðîáû òîïëèâà, è òîëüêî â èñêëþ-
÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðè ïîâåðêå ïðèáîðîâ èëè òåñòèðîâàíèè ëàáîðàíòîâ
äåëàåòñÿ ÷åòûðå èñïûòàíèÿ. Åñòåñòâåííî, ïðè n = 2 ãîâîðèòü î çàêîíå
�áîëüøèõ� ÷èñåë ïðîñòî ñìåøíî,� ñëåäóåò èñêàòü íåêîòîðóþ êîëè÷åñòâåí-
íóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîñëåäñòâèé îò íåòî÷íîé àòòåñòàöèè ïàðòèè äèçåëü-
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íîãî òîïëèâà. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â îñíîâó òàêîé õàðàêòåðèñòèêè ñëåäóåò
ïîëîæèòü îøèáêó |X − µ | â îöåíêå ïàðàìåòðà µ, íî, ê ñîæàëåíèþ, çíà-
÷åíèå µ íàì íåèçâåñòíî, à X åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ÷òî îêîí÷àòåëüíî
äåëàåò ïðîáëåìó ïðîãíîçà îæèäàåìûõ îøèáîê ïðè àòòåñòàöèè êîíêðåòíîé
ïàðòèè òîïëèâà íåðàçðåøèìîé. Çäåñü íàáëþäàåòñÿ òà æå ñèòóàöèÿ, ÷òî è
ïðè ïîïûòêå ïðåäñêàçàòü ñòîðîíó ìîíåòû, êîòîðàÿ âûïàäåò ïðè åå ïîä-
áðàñûâàíèè. Òî÷íûé ïðîãíîç íåâîçìîæåí, íî ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
ïîçâîëÿþò íàì ðàññ÷èòàòü, êàê ÷àñòî ìû áóäåì îøèáàòüñÿ â ïðîãíîçå ïðè
äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîé èãðå â îðëÿíêó. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû ðå-
øèòü çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îøèáêà â îöåíêå µ áóäåò
ñëèøêîì áîëüøîé � ïðåâîñõîäèòü íåêîòîðóþ ïðåäïèñàííóþ âåëè÷èíó ∆.

Ýòà âåðîÿòíîñòü P (|X − µ | > ∆) îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ðèñêîì îöåíêè X, à
âåðîÿòíîñòü P (|X − µ | ≤ ∆) ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ � íàäåæíîñòüþ
ýòîé îöåíêè.

Òàêèì îáðàçîì, ðèñê îöåíêè óêàçûâàåò ÷àñòîòó òåõ ïàðòèé äèçåëüíîãî
òîïëèâà, â ïàñïîðòå êîòîðûõ îáùåå ñîäåðæàíèå ñåðû óêàçàíî ñ íåäîïó-
ñòèìî áîëüøîé îøèáêîé. Çíàÿ ðèñê îöåíêè, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ñðåäíèå
çàòðàòû íà âûïëàòó ðåêëàìàöèé ïî èñêàì ïîòðåáèòåëåé äèçåëüíîãî òîïëè-
âà. Âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðèñêà íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî òðó-
äà, åñëè îáðàòèòüñÿ ê òåîðåìå ñëîæåíèÿ äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
(ïðåäëîæåíèå 12.2 êóðñà ÒÂ). Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X åñòü íîðìèðîâàííàÿ
íà n ñóììà íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ N (µ, σ2) ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí. Â ñèëó òåîðåìû ñëîæåíèÿ ýòà ñóììà èìååò òàêæå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî ñóììå ñðåäíèõ nµ, à äèñ-
ïåðñèÿ ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé nσ2. Ïðè óìíîæåíèè íà 1/n ñðåäíåå óìíî-
æàåòñÿ íà òó æå âåëè÷èíó, à äèñïåðñèÿ óìíîæàåòñÿ íà åå êâàäðàò. Òàêèì
îáðàçîì, X ∼ N (µ, σ2/n), íàäåæíîñòü îöåíêè

P (−∆ ≤ X − µ ≤ ∆) = Φ(∆
√

n/σ)− Φ(−∆
√

n/σ) = 2Φ(∆
√

n/σ)− 1

(íàïîìíèì, Φ(−x) = 1− Φ(x)), à åå ðèñê
P

(|X − µ | > ∆
)

= 2
(
1− Φ(∆

√
n/σ)

)
.

Ïðè âû÷èñëåíèè ðèñêà îöåíêè íåîáõîäèìî çíàòü âåëè÷èíó ñòàíäàðòíîãî
îòêëîíåíèÿ σ. Íî çíà÷åíèå σ, î÷åâèäíî, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïðè àòòåñòà-
öèè ðàçëè÷íûõ ïàðòèé � ýòî ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé òî÷íîñòü ìåòîäà
õèìè÷åñêîãî àíàëèçà òîïëèâà, è íå èìååò îòíîøåíèÿ ê åãî õèìè÷åñêîìó ñî-
ñòàâó. Åñòåñòâåííî, çà äîñòàòî÷íî êîðîòêèé ñðîê â ëàáîðàòîðèÿõ íàêàïëè-
âàåòñÿ áîëüøîé àðõèâíûé ìàòåðèàë äàííûõ èñïûòàíèé ðàçëè÷íûõ ïàðòèé
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òîïëèâà, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü çíà÷åíèå σ ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íî-
ñòüþ. Ñ òåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ, ìû ïîçíàêîìèìñÿ â îäíîé èç áëèæàéøèõ
ëåêöèé.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ðèñêà, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíûé îáúåì
èñïûòàíèé n, ãàðàíòèðóþùèé ïðåäïèñàííóþ, äîñòàòî÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó
ðèñêà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α � çàäàííîå îãðàíè÷åíèå íà ðèñê îöåíêè, òî
ðàçðåøàÿ íåðàâåíñòâî 2(Φ(∆

√
n/σ) − 1) ≤ α îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé n,

ïîëó÷àåì, ÷òî òðåáóåìûé îáúåì èñïûòàíèé îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

n ≥
(

Φ−1(1− α/2)σ

∆

)2

.

Ïðèì å ð 1.2. Âûÿâëåíèå ýôôåêòà ëå÷åíèÿ. Ãðóïïà ïàöèåíòîâ â êîëè-
÷åñòâå 10 ÷åëîâåê, îáëàäàþùèõ ñõîæèìè àíòðîïîìåòðè÷åñêèìè è àíòðî-
ïîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ïîäâåðãàåòñÿ ëå÷åíèþ ïî íåêîòîðîé íî-
âîé ìåòîäèêå, ïîäòâåðæäåíèå èëè îïðîâåðæåíèå ýôôåêòèâíîñòè êîòîðîé
ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò ñòàòèñòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïîñëå ëå÷åíèÿ äàåòñÿ
òîëüêî êà÷åñòâåííîå çàêëþ÷åíèå î ñîñòîÿíèè çäîðîâüÿ êàæäîãî ïàöèåíòà,
òàê ÷òî ðåçóëüòàò èñïûòàíèÿ íîâîé ìåòîäèêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, . . . , x10, êîìïîíåíòû êîòîðîé ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
1 (ïîëîæèòåëüíûé èñõîä ëå÷åíèÿ) èëè 0 (îòðèöàòåëüíûé èñõîä).

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå ñòàòèñòè÷åñêîå ïðàâèëî: íîâàÿ ìåòîäèêà îáú-
ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé, åñëè xi = 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , 10, òî åñòü âñå ïàöè-
åíòû âûçäîðîâåëè. Åñëè æå ëå÷åíèå õîòÿ áû îäíîãî ïàöèåíòà íå ïðèâåëî ê
ïîëîæèòåëüíîìó èñõîäó, íîâàÿ ìåòîäèêà íå ðåêîìåíäóåòñÿ ê äàëüíåéøåìó
êëèíè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î íàäåæíîñòè èëè, êàê
ãîâîðÿò ìåäèêè, �äîñòîâåðíîñòè� òàêîãî ïðàâèëà èíäóêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ìû äîëæíû ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíóþ
ìîäåëü ïðîâîäèìûõ íàáëþäåíèé. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ñèëó �îä-
íîðîäíîñòè� ãðóïïû ïàöèåíòîâ îíè îáëàäàþò îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ p
ïîëîæèòåëüíîãî èñõîäà ëå÷åíèÿ, è åñëè â ïðîöåññå ëå÷åíèÿ îíè íå èìåëè
âîçìîæíîñòè èçëèøíå òåñíîãî îáùåíèÿ, òî èñõîäû ëå÷åíèé ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ðåàëèçàöèè äåñÿòè íåçàâèñèìûõ áèíàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X1, . . . , X10, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p è
çíà÷åíèå 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−p. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ìîäåëè èñïû-
òàíèé â ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ p óñïåøíîãî èñõîäà. Âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî âñå 10 èñõîäîâ áûëè óñïåøíûìè ðàâíà p10, è çàäàâàÿ ðàçëè÷-
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íûå çíà÷åíèÿ p ìû ìîæåì ñóäèòü î òîì, êàê ÷àñòî âîçìîæíû ðàçëè÷íûå
ðåçóëüòàòû àïðîáàöèè íîâîãî ìåòîäà ëå÷åíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íîâàÿ ìåòîäèêà íåýôôåêòèâíà. Ïðè òàêîì
ïðåäïîëîæåíèè çíà÷åíèå p íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü âåëè÷èíû 1/2, è ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ X1 = 1, . . . , X10 = 1 ðàâíî 2−10 =
1/1024 < 0, 001. Ýòî î÷åíü ðåäêîå ñîáûòèå, è ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î
íåýôôåêòèâíîñòè íîâîé ìåòîäèêè äîëæíî áûòü îòâåðãíóòî. Ïðè ýòîì âå-
ðîÿòíîñòü 2−10 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðèñê âíåäðåíèÿ â ìåäèöèí-
ñêóþ ïðàêòèêó íåýôôåêòèâíîãî ìåòîäà ëå÷åíèÿ: èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííîå
ïðàâèëî âûáîðà ìåæäó äâóìÿ äåéñòâèÿìè (âíåäðåíèå èëè îòêëîíåíèå ìå-
òîäèêè) ïðè èñïûòàíèÿõ ïîñëåäóþùèõ ìåòîäèê, ìû ðèñêóåì â ñðåäíåì
íå áîëåå ÷åì îäèí ðàç èç òûñÿ÷è âíåäðèòü íåýôôåêòèâíûé ìåòîä ëå÷å-
íèÿ.

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè �íåéòðàëüíîñòè� íîâîãî ìåòî-
äà (p = 1/2) âåðîÿòíîñòü ëþáîãî èñõîäà X1 = x1, . . . , X10 = x10 îäèíàêîâà
è ðàâíà 2−10, íî èñõîä X1 = 1, . . . , X10 = 1 îáëàäàåò íàèáîëüøåé âåðîÿòíî-
ñòüþ ïðèíÿòèÿ äåéñòâèòåëüíî ýôôåêòèâíîé ìåòîäèêè, èáî

p

∑ 10

1
xk

(1− p)
n−

∑ 10

1
xk ≤ p 10,

åñëè p > 1/2. Ñòîëü æå ïðîñòî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé, â
êîòîðûõ ëå÷åíèå òîëüêî îäíîãî ïàöèåíòà îêîí÷èëîñü íåóäà÷åé, èìåþò âå-
ðîÿòíîñòü p 9(1 − p), è òàêèå 10 ðåçóëüòàòîâ x1, . . . , x10 ñ îäíèì xi = 0 è
äðóãèìè xj = 1 îáëàäàþò áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ, ÷åì èñõîäû ñ äâóìÿ è áî-
ëåå êîëè÷åñòâîì íåóäà÷, åñëè â äåéñòâèòåëüíîñòè p > 1/2. Ýòî çàìå÷àíèå
ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü ñòàòèñòè÷åñêîå ïðàâèëî, îáëàäàþùåå íàèáîëü-
øåé âåðîÿòíîñòüþ ïðèíÿòèÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ýôôåêòèâíîé ìåòîäèêè,
íî íå ñ òàêèì ìàëûì ðèñêîì, êàê 2−10.

Äåëî â òîì, ÷òî â ìåäèöèíñêîé ïðàêòèêå óñòàíîâèëàñü îïðåäåëåííàÿ
ãðàíèöà ðèñêà, ðàâíàÿ 0.05, è âñå ñîáûòèÿ, îáëàäàþùèå ìåíüøåé âåðîÿòíî-
ñòüþ, îáúÿâëÿþòñÿ �ðåäêèìè� � èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîç-
âîëèì ñåáå âêëþ÷èòü â îáëàñòü ïðèíÿòèÿ íîâîé ìåòîäèêè äîïîëíèòåëüíûå
èñõîäû ñ ðîâíî îäíèì íåóñïåõîì, è âû÷èñëèì ðèñê òàêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî
ïðàâèëà ïðè p = 1/2. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå íàì ôîðìóëû áèíîìèàëüíûõ
âåðîÿòíîñòåé, íàõîäèì, ÷òî

P

(
10∑
1

Xk ≥ 9

)
= p10 + C 1

10 p 9(1− p),
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è ïðè p = 1/2 ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 2−10(1 + 10) = 11/1024 ≈ 0, 01,
÷òî ïî-ïðåæíåìó äîñòàòî÷íî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ 0.05. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû
ìîæåì âêëþ÷èòü â îáëàñòü ïðèíÿòèÿ íîâîé ìåòîäèêè åùå C 2

10 ðåçóëüòà-
òîâ èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò ðîâíî äâå íåóäà÷è. Ðèñê òàêîâîãî
ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðàâèëà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

P

(
10∑
1

Xk ≥ 8

)
= p10 + C 1

10 p 9(1− p) + C 2
10 p 8(1− p)2,

è ïðè p = 1/2 ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 2−10(1 + 10 + 45) = 56/1024 ≈ 0.05.
Ýòî êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò ïðèíÿòîé â ìåäèöèíå íîðìå ðèñêà ñòàòèñòè-

÷åñêîãî ïðàâèëà. Èòàê, ìû ðåêîìåíäóåì íîâóþ ìåòîäèêó ê äàëüíåéøåìó
èñïîëüçîâàíèþ â êëèíèêå, åñëè ëå÷åíèå íå áîëåå ÷åì äâóõ ïàöèåíòîâ èç
äåñÿòè îêàçàëîñü íåóäà÷íûì, è ïðèìåíåíèå òàêîãî ïðàâèëà â èñïûòàíèÿõ
äàëüíåéøèõ ìåòîäèê ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðèíÿòèþ íåýôôåêòèâíîãî ìåòîäà
ëå÷åíèÿ â ñðåäíåì â ïÿòè ñëó÷àÿõ èç 100.

Ìû ðàññìîòðåëè äâå òèïè÷íûõ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè �
îöåíêà ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðêà ãèïîòåç. Åñòåñòâåííî, êðóã ïðîáëåì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè íàìíîãî øèðå, íî ïðè íàäëåæàùåé òðàêòîâêå ïðî-
áëåì áîëüøèíñòâî èç íèõ ñâîäèòñÿ èëè ê çàäà÷å îöåíêè ïàðàìåòðîâ, èëè
ê çàäà÷å âûáîðà îäíîãî èç íåñêîëüêèõ àëüòåðíàòèâíûõ âûñêàçûâàíèé îá
èññëåäóåìîì îáúåêòå. Îïèðàÿñü íà ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû, ìû ìîæåì òå-
ïåðü ïðåäñòàâèòü äîñòàòî÷íî îáùóþ ñõåìó ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.
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Ëåêöèÿ 2

Ëþáîå ñòàòèñòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, ïðîâîäèìîå â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ñòàòèñòèêè, íà÷èíàåòñÿ ñ îïèñàíèÿ îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ è ôîðìàëè-
çàöèè ïðîñòðàíñòâà D ðåøåíèé d, îäíî èç êîòîðûõ ñòàòèñòèê ïðèíèìàåò
íà îñíîâå íàáëþäåíèé íåçàâèñèìûõ êîïèé ñëó÷àéíîé, âîçìîæíî âåêòîðíîé,
âåëè÷èíû X, õàðàêòåðèçóþùåé ñîñòîÿíèå îáúåêòà â ìîìåíò ïðîâåäåíèÿ íà-
áëþäåíèé. Òàê, â ïðèìåðå ñ àòòåñòàöèåé ïàðòèè äèçåëüíîãî òîïëèâà (îáú-
åêò èññëåäîâàíèÿ) D åñòü èíòåðâàë (0; 100) (íàïîìíèì, îáùåå ñîäåðæàíèå
ñåðû èçìåðÿåòñÿ â ïðîöåíòàõ ê âåñó ïðîáû), à â ïðèìåðå ñ îïðåäåëåíèåì
ýôôåêòèâíîñòè íîâîãî ìåòîäà ëå÷åíèÿ (îáúåêò èññëåäîâàíèÿ) ïðîñòðàí-
ñòâî D ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê: d0 � ðåøåíèå î íåýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà
(ïðèíÿòèå �íóëåâîé� ãèïîòåçû) è d1 � ðåøåíèå î âíåäðåíèè íîâîãî ìåòîäà
â ëå÷åáíóþ ïðàêòèêó (ïðèíÿòèå àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû).

Íàèáîëåå âàæíîé è, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå ñëîæíîé ÷àñòüþ ñòàòèñòè-
÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýòàï ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè,
êîòîðûé ñîñòîèò â ñïåöèôèêàöèè ñåìåéñòâà P = {P θ, θ ∈ Θ} âîçìîæíûõ
ðàñïðåäåëåíèé íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ýòîò ýòàï ñâÿçàí ñ
äîñòàòî÷íî ãëóáîêèì ïðîíèêíîâåíèåì â ïðèðîäó èññëåäóåìîãî îáúåêòà è
ìåòîäà íàáëþäåíèé X, � îäíîé ìàòåìàòèêîé çäåñü, êàê ïðàâèëî, íå îáîé-
äåøüñÿ. Ñåìåéñòâî P èíäåêñèðóåòñÿ àáñòðàêòíûì ïàðàìåòðîì θ, ñîâîêóï-
íîñòü çíà÷åíèé êîòîðîãî Θ íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Â ïåðâîì ïðèìåðå ìû âûÿñíèëè, ÷òî ñåìåéñòâî âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé X åñòü ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé N (µ, σ2) ñ äâóìåðíûì
ïàðàìåòðîì θ = (µ, σ) è ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Θ = R × R+.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî çíà÷åíèå σ èçâåñòíî, è ñâåëè íà-
øå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ê ýâêëèäîâîé ïðÿìîé: Θ = R ñ θ = µ.

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó îáùåå ñîäåðæàíèå ñåðû èçìåðÿåòñÿ â ïðîöåíòàõ, ìû
äîëæíû îêîí÷àòåëüíî ïîëîæèòü Θ = (0; 100.).

Âî âòîðîì ïðèìåðå ìû èìåëè äåëî ñ áèíàðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X,
ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p è çíà÷åíèå 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ
1 − p. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿëàñü ñåìåéñòâîì
äâóõòî÷å÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé B(1, p) ñ θ = p è ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì Θ = (0; 1).

Ñëåäóþùèé ýòàï ñòàòèñòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â èíòåðïðåòà-
öèè ðåøåíèé d â òåðìèíàõ âûñêàçûâàíèé î ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó ðåøå-
íèþ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ. Ýòî íåîáõîäèìî ñäåëàòü, åñëè ìû ïîñòàâèëè
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ñåáå çàäà÷ó êîëè÷åñòâåííîãî èçìåðåíèÿ ïîñëåäñòâèé îò ïðèíÿòèÿ íåâåð-
íûõ ðåøåíèé, � â íàøèõ ïðèìåðàõ ðèñê èñïîëüçóåìûõ ïðàâèë ïðåäñòàâëÿë
ñîáîé ôóíêöèþ îò θ. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â ïåðâîì ïðèìåðå D = Θ, à
âî âòîðîì ïðèìåðå ðåøåíèþ d0 î íåýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà ñîîòâåòñòâóåò
ïîäìíîæåñòâî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîcòðàíñòâà (0; 1/2 ], à àëüòåðíàòèâíî-
ìó ðåøåíèþ d1 îá èñïîëüçîâàíèè íîâîé ìåòîäèêè ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàë
(1/2; 1) âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ = p. Èìåííî òàêèì îáðàçîì
ìû ñâîäèì êîíêðåòíûå çàäà÷è ïî àòòåñòàöèè ïàðòèè äèçåëüíîãî òîïëèâà
è âûÿâëåíèþ ýôôåêòèâíîñòè íîâîãî ìåòîäà ëå÷åíèÿ ê àáñòðàêòíûì çàäà-
÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � îöåíêå ïàðàìåòðà (ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ)
θ íîðìàëüíîãî (θ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè÷åíèþ äâóõ
ãèïîòåç H0 : θ ∈ (0; 1/2 ] è H1 : θ ∈ (1/2; 1) î âåëè÷èíå âåðîÿòíîñòè θ
óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ â ñõåìå Áåðíóëëè.

Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèé ïîçâîëÿåò ñòàòèñòèêó çàäàòü
ïîòåðè L(θ, d), êîòîðûå îí íåñåò îò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ d, êîãäà θ ïðåä-
ñòàâëÿåò èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòèõ ïîòåðü â
äëèííîì ðÿäó îäíîòèïíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ñ îäíèì è òåì
æå ïðàâèëîì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ðèñêà, ñâÿçàííóþ
ñ ïðèíÿòèåì íåïðàâèëüíûõ ðåøåíèé. Òàê, â íàøèõ ïðèìåðàõ ðèñê îïðå-
äåëÿëñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, îòñòîÿùåãî äîñòàòî÷íî äàëåêî
îò òîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå ñîîòâåñòâîâàëî èñòèííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ïîòåðü îïðåäåëÿëàñü èíäèêàòîðîì íåêîòîðîãî
ïîäìíîæåñòâà â Θ × D. Ýòî òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèè ïîòåðü òèïà 0�1. Â
ïåðâîì ïðèìåðå L(θ, d) = 1, åñëè | d − θ | > ∆, è L(θ, d) = 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Âî âòîðîì ïðèìåðå L(θ, d) = 1, åñëè ïðèíèìàëîñü ðåøåíèå d1, à
θ ∈ (0; 1/2 ], èëè ïðèíèìàëîñü d0, à θ ∈ (1/2; 1), â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïðî-
èçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Θ × D ïîòåðè L(θ, d) ïîëàãàëèñü ðàâíûìè íóëþ.
Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å îöåíêè ïàðàìåòðîâ äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü L(θ, d) = | d− θ |2.

Êàæäîå èç ðåøåíèé d ñòàòèñòèê ïðèíèìàåò íà îñíîâå ðåçóëüòàòà x(n) =
x1, . . . , xn íàáëþäåíèé íàä íåçàâèñèìûìè êîïèÿìè X(n) = (X1, . . . , Xn) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ñòðîèòñÿ èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå δ = δ(·) ïðîñòðàí-
ñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé X(n) â ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé D, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðîãî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå d = δ(x(n)). Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ðå-
øàþùåé ôóíêöèåé èëè ñòàòèñòè÷åñêèì ïðàâèëîì. Òàê, â ïåðâîì ïðèìåðå
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δ(X(n)) = X, à âî âòîðîì

δ(X(n)) =





d0, åñëè
∑n

1
Xk < 8,

d1, åñëè
∑n

1
Xk ≥ 8 .

Ïîñëåäñòâèÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ êîíêðåòíîé ðåøàþùåé ôóíêöèè â äëèí-
íîì ðÿäó îäíîòèïíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé îïðåäåëÿþòñÿ âåëè-
÷èíîé ñðåäíèõ ïîòåðü R(θ; δ) = EθL(θ, δ(X(n))), êîòîðàÿ çàâèñèò îò θ;
ôóíêöèÿ R(θ, δ), θ ∈ Θ, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðèñêà.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñîñòîèò â ïîñòðî-
åíèè ðåøàþùèõ ôóíêöèé δ, ìèíèìèçèðóþùèõ ðàâíîìåðíî ïî θ ∈ Θ ôóíê-
öèþ ðèñêà R(θ; δ). Ìû áóäåì ðåøàòü ýòó ïðîáëåìó äëÿ çàäà÷ îöåíêè ïà-
ðàìåòðîâ è ïðîâåðêè ãèïîòåç. Åñòåñòâåííî, áóäóò òàêæå èçó÷àòüñÿ òðàäè-
öèîííûå, âîçìîæíî íå îáëàäàþùèå îïòèìàëüíûìè ñâîéñòâàìè, ñòàòèñòè-
÷åñêèå ïðàâèëà, è â ýòîì ñëó÷àå íàøåé îñíîâíîé çàäà÷åé áóäåò âû÷èñëåíèå
èõ ôóíêöèé ðèñêà.

Ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå ñõåìà ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà âåñüìà äàëåêà îò
îáùíîñòè. Áîëüøèíñòâî ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ èìååò äåëî ñ íàáëþäåíèÿìè
îäíîâðåìåííî çà íåñêîëüêèìè îáúåêòàìè, íàïðèìåð, íîâûé ìåòîä ëå÷åíèÿ
ïðèìåíÿåòñÿ ê îäíîé ãðóïïå ïàöèåíòîâ, â òî âðåìÿ êàê äðóãàÿ ïîäâåðãàåòñÿ
ëå÷åíèþ òðàäèöèîííûì ìåòîäîì, è ïî äàííûì íàáëþäåíèé êîïèé äâóõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí äåëàåòñÿ âûâîä î ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè íîâîãî ìåòîäà. Åñëè
ìû õîòèì ñîêðàòèòü ÷èñëî íàáëþäåíèé, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ çà-
äàííîé (ìàëîé) âåëè÷èíû ðèñêà, òî öåëåñîîáðàçíî íå ôèêñèðîâàòü çàðàíåå
n, à ïëàíèðîâàòü ïðåêðàùåíèå èñïûòàíèé ïîñëå íàáëþäåíèÿ êàæäîé êî-
ïèè â çàâèñèìîñòè îò ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ. Ñóùåñòâóåò áîëüøîé
êëàññ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íàáëþäåíèÿìè � îïòèìàëüíîãî âûáîðà ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, íàáëþäàåìîé íà êàæäîì øàãå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, à
òàêæå ïðàâèëà ïðåêðàùåíèÿ íàáëþäåíèé. Âñå ýòî äàëåêî âûõîäèò çà ðàì-
êè òåõ �êðàòêèõ íà÷àòêîâ� òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ, êîòîðûå áóäóò
ïðåäñòàâëåíû â íàøåì ñåìåñòðîâîì êóðñå.

Ìû çàâåðøèì ýòîò ïàðàãðàô íàáîðîì ïðîñòåéøèõ îïðåäåëåíèé è ïîíÿ-
òèé, êîòîðûå ïîñòîÿííî èñïîëüçóþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

Èòàê, ñ èññëåäóåìûì îáúåêòîì, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ìû äîëæíû ïðè-
íÿòü íåêîòîðîå ðåøåíèå d ∈ D, ñîîòíîñèòñÿ íàáëþäàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà X, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé Pθ èçâåñòíî ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà θ. Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé P = {P θ, θ ∈ Θ}, êàê îáû÷íî, íàçû-
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âàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ. Ïóñòü (X, A) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî
çíà÷åíèé X. Â äàëüíåéøåì áóäåò âñåãäà ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî íà ñèãìà-
àëãåáðå A ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèãìà-êîíå÷íàÿ ìåðà µ, ÷òî ïðè ëþáîì θ ∈ Θ
ðàñïðåäåëåíèå X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà

P θ(A) = P(X ∈ A) =

∫

A

f(x | θ) dµ(x), A ∈ A,

îò ïëîòíîñòè f(x | θ) ðàñïðåäåëåíèÿ X ïî ìåðå µ. Â òàêîì ñëó÷àå ðàñïðåäå-
ëåíèå íåçàâèñèìûõ êîïèé X(n) = (X1, . . . , Xn) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íà
ïðîèçâåäåíèè (Xn, An) èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâ (X, A) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé ïëîòíîñòè

fn(x
(n) | θ) =

n∏

k=1

f(xk | θ)

ïî ìåðå µn = µ× · · · × µ︸ ︷︷ ︸
n

, òî åñòü

P θ,n(An) = P(X(n) ∈ An) =

∫

An

fn(x
(n) | θ) dµn(x

(n)), An ∈ A
n.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Âåêòîð X(n) = (X1, . . . , Xn) íåçàâèñèìûõ, îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ïî òîìó æå çàêîíó, ÷òî è íàáëþäàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà X, ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêîé îáúåìà n.

Èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (Xn, An) çíà÷åíèé X(n) íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì
ïðîñòðàíñòâîì, à ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Pn = {P θ,n, θ ∈ Θ} íà ýòîì
ïðîñòðàíñòâå � ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé èëè ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñ-
ïåðèìåíòîì. Âåêòîð x(n) = (x1, . . . , xn) ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âûáîðêè X(n) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì (èëè ñîâîêóïíîñòüþ) âûáîðî÷íûõ
äàííûõ.

Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêè, ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü ðèñê ëþáîãî ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî ïðàâèëà δ ñ ïîìîùüþ n-êðàòíîãî èíòåãðàëà

R(θ; δ) =

∫

X

. . .

∫

X

L(θ, δ(x(n)))fn(x
(n) | θ) dµn(x

(n)).

Êîíå÷íî, åñëè óäàñòñÿ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå Gθ ðåøàþùåé ôóíêöèè δ íà
èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé (D, D), òî âû÷èñëåíèå ðèñêà óïðîùàåò-
ñÿ:

R(θ; δ) =

∫

D
L(θ, a) dG(a).
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Òàê, â ïåðâîì ïðèìåðå ñ âûáîðêîé èç íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåøàþùåé ôóíêöèåé ñëóæèëî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
X èìååò íîðìàëüíîå (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèå, è èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ïîçâîëèëî íàì íàéòè ïðîñòîå âûðàæåíèå ðèñêà ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðàâèëà
÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà. Òî÷íî
òàê æå âî âòîðîì ïðèìåðå ñ âûáîðîì èç äâóõòî÷å÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
B(1, p) ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ áûëà îñíîâàíà íà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå

∑n

1
Xk,

êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè B(n, p). Ðèñê íàøåãî ðåøàþùåãî
ïðàâèëà ïî âûÿâëåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà ëå÷åíèÿ âûðàæàëñÿ ÷åðåç
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ B(n, p).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè îò âûáîðî÷íîãî âåêòîðà X(n) èãðàþò âàæíóþ,
ìîæíî äàæå ñêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíóþ, ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ëþáîå èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå T = T (X(n)) âûáî-
ðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà (Xn, An) â íåêîòîðîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (T, B)
íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé.

Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî óñòîÿâøèéñÿ óíèâåðñàëüíûé íàáîð ñòàòèñòèê, ïî-
ñòîÿííî èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè è ïðàêòèêå ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà; ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñòàòèñòèê èíòåíñèâíî èçó÷àëèñü íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåä-
íèõ äâóõ ñòîëåòèé. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íàáîðîì
ñòàòèñòèê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âûáîðî÷íûìè àíàëîãàìè ñòàíäàðòíûõ õàðàê-
òåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à òàêæå ðàñ-
ñìîòðèì ñòàòèñòèêè, ðåäóöèðóþùèå ðàçìåðíîñòü âûáîðî÷íîãî âåêòîðà äî
ðàçìåðíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà áåç ïîòåðè èíôîðìàöèè.
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�2. Âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè.
Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè

Ëåêöèÿ 3
Ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé â êóðñå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îñóùå-

ñòâëÿëîñü ïîñðåäñòâîì ñïåöèôèêàöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ôóíê-
öèè ïëîòíîñòè íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ëþáàÿ èç ýòèõ ôóíê-
öèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå X íà ñèãìà-àëãåáðå A áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ, ïîðîæäåííîé èíòåðâàëàìè â ïðîñòðàíñòâå X = R âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèé X, è ñ èõ ïîìîùüþ âû÷èñëÿëèñü òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, êàê ñðåäíåå, äèñïåðñèÿ, êîýôôèöèåíòû àñèììåòðèè è ýêñöåñ-
ñà, êâàíòèëè, ìîäà è ïð. Â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå ñóùåñòâóåò òðàäèöèÿ,
èëè, ìîæíî ñêàçàòü, îáÿçàòåëüíîå ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿòü ïîëó÷åííûå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèê � âûáîðî÷íûõ àíàëîãîâ ýòèõ
ôóíêöèé è õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ X. Âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè
ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè èñòèííûõ çíà÷åíèé ñâîèõ ïðîîáðàçîâ è ïîçâîëÿþò ñó-
äèòü â îáùèõ ÷åðòàõ î õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû.

Òàêàÿ �îïèñàòåëüíàÿ� ñòàòèñòèêà îáû÷íî íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ âàðè-
àöèîííîãî ðÿäà: âûáîðî÷íûå äàííûå x1, . . . , xn óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîç-
ðàñòàíèþ èõ çíà÷åíèé x(1) ≤ . . . ≤ x(n), è ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì
âåêòîð ñ íåóáûâàþùèìè êîìïîíåíòàìè ñëóæèò ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà X(1), . . . , X(n), êîòîðûé, ñîáñòâåííî, è ñëåäóåò íàçûâàòü âàðèàöè-
îííûì ðÿäîì. Êîìïîíåíòû âàðèàöèîííîãî ðÿäà íàçûâàþòñÿ ïîðÿäêîâûìè
ñòàòèñòèêàìè, à X(1) è X(n) � êðàéíèìè ÷ëåíàìè âàðèàöèîííîãî ðÿäà.
Ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè, êîãäà èçó÷àëè ñòðóê-
òóðó ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà è ñòðîèëè âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü �ñëàáîãî
çâåíà� (ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà).

Óïîðÿäî÷åííûå äàííûå íàíîñÿòñÿ íà îñü àáñöèññ, è ñòðîèòñÿ ñòóïåí-
÷àòàÿ ôóíêöèÿ, âîçðàñòàþùàÿ ñêà÷êàìè âåëè÷èíû 1/n â êàæäîé òî÷êå
x(1), . . . , x(n). Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè

Fn(x) =
1

n

n∑

k=1

I(Xk < x)

(I(A), êàê îáû÷íî, èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A) è íàçûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.
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1

x(1)

¾

x(2)
x(3)

¾

x(4)

¾

x(5)

¾

x(6)

¾

Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíîå ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèïèñûâàåò
ðàâíûå âåðîÿòíîñòè 1/n êàæäîé èç n êîìïîíåíò âûáîðî÷íîãî âåêòîðà, è
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ R ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà nFn(x) ïîä÷èíÿåò-
ñÿ áèíîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ B(n, F (x)) :

P (Fn(x) = k/n) = Ck
n F k(x)(1− F (x))n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë Áåðíóëëè Fn→
P

F (x) ïðè ëþáîì x ∈ R.

Áîëåå òîãî, òåîðåìà Ãëèâåíêî�Êàíòåëëè, óòâåðæäåíèå êîòîðîé

Dn = sup
x∈R

|Fn(x)− F (x) | →
P

0

ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, óêàçûâàåò íà ðàâíîìåðíîñòü ýòîé ñõîäè-
ìîñòè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè R.

Ìû çàêîí÷èì îáñóæäåíèå ñâîéñòâ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ôîðìóëèðîâêîé øèðîêî èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà À.Í. Êîëìîãîðîâà:

lim
n→∞

P (
√

nDn < x) =
+∞∑

k=−∞
(−1)ke−k2x2

.

Ïîëó÷åííàÿ èì ôîðìóëà äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî (n → ∞) ðàñïðåäåëåíèÿ
ñòàòèñòèêè √nDn, õàðàêòåðèçóþùåé âåëè÷èíó ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó òåîðå-
òè÷åñêèì F è ýìïèðè÷åñêèì Fn ðàñïðåäåëåíèÿìè, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ âûáîðî÷íûõ äàííûõ ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî
F ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, èç êîòîðîãî èçâëåêàåòñÿ
âûáîðêà (ãèïîòåçîé î òîì, ÷òî F åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàå-
ìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X).

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ïî âåðî-
ÿòíîñòè ê èñòèííîìó (èëè, êàê îáû÷íî ãîâîðÿò ïðèêëàäíèêè, òåîðåòè÷åñêî-
ìó) ðàñïðåäåëåíèþ, è òåïåðü ìîæåì îáðàòèòüñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìîìåíòíûõ
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è êâàíòèëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ Fn. Åãî íåöåíòðàëüíûå

ak =

∫

R

x kdFn(x) =
1

n

n∑
i=1

Xk
i

è öåíòðàëüíûå

mk =

∫

R

(x− a1)
kdFn(x) =

1

n

n∑
i=1

(Xi − a1)
k

ìîìåíòû ñëóæàò âûáîðî÷íûìè àíàëîãàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ
ìîìåíòîâ αk, k = 1, 2 . . . , è µk, k = 2, 3, . . . , è íàçûâàþòñÿ âûáîðî÷íûìè
ìîìåíòàìè.

Åñëè òåîðåòè÷åñêèå ìîìåíòû ñóùåñòâóþò, òî â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷è-
ñåë âûáîðî÷íûå ìîìåíòû ñõîäÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñâîèì òåîðåòè÷åñêèì
ïðîîáðàçàì. Ñðåäè âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò ìîìåíòû
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Âûáîðî÷íûé ìîìåíò a1 íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷-
íûì ñðåäíèì è èìååò ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå X; âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ
m2 = a2 −X

2 îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ S2. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îïðåäå-
ëÿþòñÿ âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè g1 = m3/S

3 è âûáîðî÷íûé
êîýôôèöèåíò ýêñöåññà g2 = m4/S

4 − 3.
Ïðè âûáîðå èç m-ìåðíîãî, m > 1, ðàñïðåäåëåíèÿ ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå òàêæå ïðèïèñûâàåò ìàññó n−1 êàæäîìó âûáîðî÷íîìó (âåêòîðíî-
ìó) çíà÷åíèþ Xi = (X1i, . . . , Xmi), i = 1, . . . , n. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì
ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âåêòîð âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ X = (X1, . . . , Xm) ñ
êîìïîíåíòàìè

Xk =
1

n

n∑

i=1

Xki, k = 1, . . . , m,

âûáîðî÷íóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó S = ‖Skj ‖ ñ ýëåìåíòàìè

Skj =
1

n

n∑
i=1

(Xki −Xk)(Xji −Xj) =
1

n

n∑
i=1

XkiXji −XkXj, k, j = 1, . . . , m,

è ìàòðèöó âûáîðî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè R = ‖ rkj ‖ ñ ýëåìåíòà-
ìè rkj = Skj/

√
SkkSjj, k, j = 1, . . . , m. Ñìåøàííûå ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îáû÷íî íå âû÷èñëÿþòñÿ.
Åñëè âûáîð ïðîèñõîäèò èç ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà

òåîðåìà ñëîæåíèÿ (ïðåäëîæåíèå 12.2 êóðñà ÒÂ), òî ðàñïðåäåëåíèå âûáî-
ðî÷íîãî ñðåäíåãî óñòàíàâëèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Â îáùåì æå ñëó÷àå
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ìîæíî òîëüêî óòâåðæäàòü îá àñèìïòîòè÷åñêîé (n → ∞) íîðìàëüíîñòè
ýòîé ñòàòèñòèêè ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ âòîðîãî ìîìåíòà ó òåîðåòè÷å-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìîìåí-
òîâ ëþáîãî k-ãî ïîðÿäêà, åñëè ó F (x) ñóùåñòâóåò ìîìåíò ïîðÿäêà 2k.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âûáîðî÷íûì àíàëîãàì êâàíòèëåé ðàñïðåäåëåíèÿ F

íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ êâàíòèëü ïîðÿäêà p îïðåäåëÿëàñü êàê ðåøåíèå xp óðàâíå-
íèÿ F (x) = p, à â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � êàê íàèáîëüøåå
x = xp èç íîñèòåëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè êîòîðîì F (xp) ≤ p. Ïîñêîëüêó ýì-
ïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíî, è åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(·)
âîçðàñòàåò ñêà÷êàìè â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì âàðèàöèîí-
íîãî ðÿäà, òî âûáîðî÷íàÿ êâàíòèëü ïîðÿäêà p ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ïîðÿä-
êîâîé ñòàòèñòèêå X([ np ]), ãäå [ x ], êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü x.

Åñòåñòâåííî, äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè îöåíêè èñòèííîé êâàíòèëè xp ìîæ-
íî ïðîâîäèòü èíòåðïîëÿöèþ ìåæäó ñòàòèñòèêàìè X([ np ]) è X([ np ]+1). Òàê,
âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà, áóäó÷è êâàíòèëüþ ïîðÿäêà p = 0.5, îáû÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê

(
X([ n/2 ]) + X([ n/2 ]+1)

)
/2. ×òî æå êàñàåòñÿ îöåíêè ìîäû ðàñïðå-

äåëåíèÿ � òî÷êè íàèáîëüøåãî ñãóùåíèÿ âûáîðî÷íûõ äàííûõ, òî çäåñü íàì
ïðèäåòñÿ îáðàòèòüñÿ ê âûáîðî÷íûì àíàëîãàì ôóíêöèè ïëîòíîñòè.

Ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ íàáëþäåíèé âûáîðî÷íûå äàííûå îáû÷íî ïîäâåð-
ãàþòñÿ ãðóïïèðîâêå, ïðè ýòîì èíäèâèäóàëüíûå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ íå
ïðèâîäÿòñÿ, à óêàçûâàþòñÿ ëèøü êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé, ïîïàâøèõ â èí-
òåðâàëû íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà X çíà÷åíèé íàáëþäàåìîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïîÿñíèì ïðîöåäóðó ãðóïïèðîâêè íà ïðèìåðå âûáîðêè
èç íåïðåðûâíîãî îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà X = R.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îñü àáñöèññ ðàçáèâàåòñÿ íà r ≥ 2 èí-
òåðâàëîâ (−∞, a1], (a1, a2], . . . , (ar−2, ar−1], (ar−1, +∞), ïðè÷åì âíóòðåí-
íèå èíòåðâàëû âûáèðàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, îäèíàêîâîé äëèíû: ai − ai−1 =
∆, i = 2, . . . , r − 1. Âûáîðî÷íûå äàííûå ñîðòèðóþòñÿ ïî èíòåðâàëàì ðàç-
áèåíèÿ è ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ÷àñòîòû ni, i = 1, . . . , r ïîïàäàíèÿ äàííûõ â
êàæäûé èíòåðâàë. Íàä êàæäûì âíóòðåííèì èíòåðâàëîì ðèñóåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíèê âûñîòû ni/n∆, òàê ÷òî ïëîùàäü ni/n êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñ
íîìåðîì i = 2, . . . , r−1 ñëóæèò ðåàëèçàöèåé ÷àñòîòíîé îöåíêè νi/n âåðîÿò-
íîñòè ïîïàäàíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåðâàë. Çäåñü νi � ñòàòèñòèêà, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ èí-
äèêàòîðîâ ñîáûòèé Aij = {Xj ∈ (ai−1, ai]}, i = 1, . . . , r, a0 = −∞, ar =
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+∞, j = 1, . . . , n, à èìåííî νi =
∑n

j=1
I(Aij). Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðà-

çîì ñëó÷àéíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà
êðàéíèõ èíòåðâàëàõ (−∞, a1], (ar−1, +∞) è ðàâíàÿ νi/n∆ íà âíóòðåííèõ
èíòåðâàëàõ ñ íîìåðàìè i = 2, . . . , r − 1, íàçûâàåòñÿ ãèñòîãðàììíîé îöåí-
êîé fn ôóíêöèè ïëîòíîñòè f(x), x ∈ R ðàñïðåäåëåíèÿ X, à åå ðåàëèçàöèÿ
(νi çàìåíÿþòñÿ íà íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû ni, i = 1, . . . , r) � ãèñòîãðàììîé
âûáîðêè x(n).

-2.5
4

-1.5

25

-0.5

43

0.5

23

1.5

5

2.5

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ñóùåñòâóåò ðÿä òåîðåì, óñòàíàâëèâàþùèõ,
÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ïëîòíîñòü f, ãèñòîãðàììíàÿ îöåíêà
fn(x)→

P
f(x) ïðè ëþáîì x ∈ R, åñëè n → ∞ è îäíîâðåìåííî r → ∞, à

∆ → 0 ñî ñêîðîñòüþ, çàâèñÿùåé îïðåäåëåííûì îáðàçîì îò n è r.

Â ñëó÷àå ãèñòîãðàììíîé îöåíêè ôóíêöèè ïëîòíîñòè åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü
âûáîðî÷íûì àíàëîãîì (îöåíêîé) ìîäû ðàñïðåäåëåíèÿ X ñåðåäèíó èíòåð-
âàëà ðàçáèåíèÿ, â êîòîðîì ãèñòîãðàììà ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âåêòîð ÷àñòîò (ν1, . . . , νr) èìååò ìóëüòèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèåM(r, n, p) ñ âåðîÿòíîñòÿìè èñõîäîâ pi = F (ai)−F (ai−1), i =
1, . . . , r, ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå îöåíêè fn(x) ïðè ëþáîì x ∈ R
è ïîñòðîèòü êðèòåðèé ñîãëàñèÿ âûáîðî÷íûõ äàííûõ ñ ãèïîòåçîé î âèäå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ýòî øèðîêî èñïîëüçóåìûé
íà ïðàêòèêå êðèòåðèé õè-êâàäðàò, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå (ñðàâíèòå ñ
êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà Dn)

X2 =
r∑
1

(νi − npi)
2

npi
.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñòàòèñòèêè ìû èçó÷èì â ïàðàãðàôå,
ïîñâÿùåííîì ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêå ãèïîòåç.
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Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè îñíîâíûå âûáîðî÷íûå àíàëîãè ðàñïðåäåëåíèÿ íà-
áëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è åãî îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ìû âûñêà-
çàëè òàêæå ðÿä óòâåðæäåíèé î ðàñïðåäåëåíèè ýòèõ ñòàòèñòèê, ÷òî ïîç-
âîëèò íàì â ïîñëåäóþùåì âû÷èñëÿòü ïîñëåäñòâèÿ îò èõ èñïîëüçîâàíèÿ â
êà÷åñòâå ðåøàþùèõ ôóíêöèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óÿñíèòü, íàñêîëüêî âàæíî
çíàòü õîòÿ áû ñðåäíåå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè, ïðåòåíäóþùåé íà ðîëü ðåøàþ-
ùåé ôóíêöèè, îáðàòèìñÿ ñíîâà ê ïðèìåðó 1.1 ïî àòòåñòàöèè ïàðòèè äèçåëü-
íîãî òîïëèâà, ãäå îáñóæäàëàñü ñîïóòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà îöåíêè äèñïåðñèè
σ2 íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ∼ N (µ, σ2).

Ïðåäëàãàëîñü îöåíèâàòü σ2 ïî íàêîïëåííîìó â ëàáîðàòîðèè àðõèâó èñ-
ïûòàíèé àòòåñòóåìûõ ïàðòèé äèçåëüíîãî òîïëèâà, òî åñòü ïî äàííûì áîëü-
øîãî ÷èñëà N âûáîðîê X

(n)
1 , . . . , X

(n)
N ìàëîãî îáúåìà n. Êàæäàÿ i-àÿ âû-

áîðêà èçâëåêàåòñÿ èç íîðìàëüíîãî (µi, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì ñðåäíèå
µi ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè äëÿ ðàçíûõ âûáîðîê, i = 1, . . . , N, íî äèñïåð-
ñèÿ σ2 ó âñåõ âûáîðîê îäíà è òà æå. Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà σ2.

Â êàæäîé âûáîðêå âû÷èñëÿåòñÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2
i , i = 1, . . . , N, è

çàòåì áåðåòñÿ èõ àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå: σ̂2
N = (1/N)

∑N

1
S2

i . Ðàñïðå-
äåëåíèå êàæäîé S2

i íå çàâèñèò îò µi, i = 1, . . . , N, ïîñêîëüêó âûáîðî÷-
íàÿ äèñïåðñèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ Xk → Xk + a. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðåäëàãàåìàÿ îöåíêà åñòü íîðìèðîâàííàÿ íà N ñóììà íåçàâèñè-
ìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � êîïèé ñòàòèñòèêè
S2 = (1/n)

∑n

1
(Xk − X)2, è â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë σ̂2

N →
P

ES2 ïðè
íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè îáúåìà N àðõèâíûõ äàííûõ. Âû÷èñëèì ýòî
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

ES2 = E

(
1

n

n∑
1

X2
k −X

2

)
= EX2 − EX

2
= σ2 + µ2 − σ2

n
− µ2 =

n− 1

n
σ2,

ïîñêîëüêó α2 = EX2 = DX + E2X, à X ∼ N (µ, σ2/n).
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìàÿ îöåíêà îáëàäàåò çíà÷èòåëüíûì ñìåùåíè-

åì ïðè ìàëîì îáúåìå n èñïûòàíèé êàæäîé ïàðòèè äèçåëüíîãî òîïëèâà.
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå n = 2 ìû çàíèæàåì äèñïåðñèþ â äâà ðàçà, ïîñêîëüêó
σ̂2

N →
P

σ2/2. Åñòåñòâåííî, ýòîò äåôåêò ëåãêî óñòðàíèì � äîñòàòî÷íî èñïîëü-
çîâàòü èñïðàâëåííóþ íà ñìåùåíèå îöåíêó σ̃2

N = (n/(n− 1))σ̂2
N .
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Ëåêöèÿ 4
Â çàâåðøåíèè ýòîãî ïàðàãðàôà ìû èçó÷èì åùå îäèí êëàññ çàìå÷àòåëü-

íûõ ñòàòèñòèê, èñïîëüçóÿ êîòîðûå ìîæíî ðåäóöèðîâàòü âûáîðî÷íûå äàí-
íûå òîëüêî ê èõ çíà÷åíèÿì áåç ïîòåðè èíôîðìàöèè. Ê ñîæàëåíèþ, íå âñå
ñòàòèñòè÷åñêèå ñòðóêòóðû îáëàäàþò òàêèìè ñòàòèñòèêàìè, íî, ïî ñóùåñòâó,
òîëüêî â òåõ ñòðóêòóðàõ, ãäå èìåþòñÿ äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè, âîçìîæíî
ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðàâèëà, íà êîòîðîì äîñòèãàåò-
ñÿ ìèíèìóì ðèñêà.

Èäåÿ, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèÿ áåç óâåëè÷åíèÿ ðèñêà äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ
ñòàòèñòèê, à íå âñå âûáîðî÷íûå äàííûå, íå òðåáóåò ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ
ìåð èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â âûáîðî÷íûõ äàííûõ è ñòàòèñòèêàõ, �
âñå ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì ïðè ðàññìîòðåíèè ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé çàäà÷è, ñ
êîòîðîé ìû èìåëè äåëî â ñàìîì íà÷àëå êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì óçíàòü âåðîÿòíîñòü íàñëåäîâàíèÿ äîìè-
íàíòíîãî ïðèçíàêà â îïûòàõ Ìåíäåëÿ è ðàñïîëàãàåì ðåçóëüòàòàìè x1, . . . , xn

ñêðåùèâàíèé n ïàð, ãäå, êàê îáû÷íî, êàæäîå xi åñòü èíäèêàòîð íàñëåäîâà-
íèÿ ïðèçíàêà, i = 1, . . . , n, à ñîâîêóïíîñòü âûáîðî÷íûõ äàííûõ ïðåäñòàâëÿ-
åò ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé âûáîðêè X1, . . . , Xn èç äâóõòî÷å÷íîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè f(x | θ) = P θ(X = x) = θ x(1−θ)1−x, îòëè÷íîé
îò íóëÿ òîëüêî â òî÷êàõ x = 0 è 1. ×àñòîòíàÿ îöåíêà θ̂n = T/n âåðîÿòíî-
ñòè θ íàñëåäîâàíèÿ ïðèçíàêà îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé T =

∑n

1
Xk, âûáî-

ðî÷íîå çíà÷åíèå t =
∑n

1
xk êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó ïîòîìêîâ â ýêñ-

ïåðèìåíòå, íàñëåäîâàâøèõ äîìèíàíòíûé ïðèçíàê. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò
âîïðîñ, à íåëüçÿ ëè èçâëå÷ü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î âåëè÷èíå ïàðà-
ìåòðà θ èç íîìåðîâ k1, . . . , kt âûáîðî÷íûõ äàííûõ, ïðèíÿâøèõ çíà÷åíèå 1?
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàñïðåäåëå-
íèå âûáîðî÷íîãî âåêòîðà X(n) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñòàòèñòèêà T ïðèíÿëà
ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå t, çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè ìû áóäåì íàáëþäàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ íå èìååò íèêàêîãî
îòíîøåíèÿ ê èíòåðåñóþùåìó íàñ ïàðàìåòðó, òî îòêóäà ýòîé èíôîðìàöèè
âçÿòüñÿ? Èòàê, íàéäåì óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X(n) îòíîñèòåëüíî T.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî

P θ

(
X(n) = x(n) |T = t

)
=

P θ

(
{X(n) = x(n)}∧{

∑n

1
Xk = t}

)

P θ

(∑n

1
Xk = t

) .
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Åñëè çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà x(n) òàêîâû, ÷òî
∑n

1
xk 6= t, òî ñîáûòèÿ

X(n) = x(n) è
∑n

1
Xk = t, î÷åâèäíî, íåñîâìåñòíû, è ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå

óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà íóëþ (íå çàâèñèò îò θ). Åñëè æå
∑n

1
xk =

t, òî ñîáûòèå X(n) = x(n) âëå÷åò ñîáûòèå
∑n

1
Xk = t, è ôîðìóëà äëÿ

âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè óïðîùàåòñÿ:

P θ

(
X(n) = x(n) |T = t

)
=

P θ

(
X(n) = x(n)

)

P θ

(∑n

1
Xk = t

) .

Òàê êàê

P θ

(
X(n) = x(n)

)
= fn(X

(n) | θ) = θ

∑n

1
xk

(1− θ)
n−

∑n

1
xk

,

P θ

(∑n

1
Xk = t

)
= C t

n θ t(1− θ)n−t,

òî â ñëó÷àå
∑n

1
xk = t óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîãî âåêòîðà X(n)

îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòèêè T èìååò âèä

P θ

(
X(n) = x(n) |T = t

)
=

1

C t
n

,

è òàêæå íå çàâèñèò îò θ.

Èòàê, íàøè âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîãî âåê-
òîðà íà �ïëîñêîñòè�

∑n

1
Xk = t íå çàâèñèò îò θ, è ïîýòîìó ðàñïîëîæåíèå

çíà÷åíèé xk = 1 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, . . . , xn ïðè ôèêñèðîâàííîì êî-
ëè÷åñòâå òàêèõ çíà÷åíèé íå íåñåò èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðå θ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñòàòèñòèêà T = T (X(n)) íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé
äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû Pn = {P θ,n, θ ∈ Θ}, åñëè óñëîâíîå ðàñïðå-
äåëåíèå âûáîðî÷íîãî âåêòîðà X(n) îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòèêè T íå çàâèñèò
îò θ.

Â îáùåé òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà â ðàìêàõ áîëåå îáùåãî îïðå-
äåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðàâèëà óñòàíàâëèâàåòñÿ çàìå÷àòåëüíûé ôàêò:
åñëè ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé
T, òî, êàêîâî áû íè áûëî ñòàòèñòè÷åñêîå ïðàâèëî δ = δ(X(n)), âñåãäà
ñóùåñòâóåò ïðàâèëî δ∗ = δ∗(T ), îñíîâàííîå òîëüêî íà T, ðèñê êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ ðèñêîì ïðàâèëà δ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ
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ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðàâèë ñëåäóåò íà÷èíàòü ñ ïîèñêà äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñòàòèñòè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê è, îäíîâðåìåííî, óêàçûâàåò ïðîñòîé ñïîñîá èõ
íàõîæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû T = T (X(n)) áûëà äîñòàòî÷íîé ñòàòè-
ñòèêîé äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè
fn(x

(n) | θ), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ äîïóñêàëà ïðåä-
ñòàâëåíèå

fn(x
(n) | θ) = g θ

(
T (x(n))

)
h(x(n)), (1)

ãäå ôóíêöèÿ h íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ, à ôóíêöèÿ g çàâèñèò îò θ è
àðãóìåíòà x(n) òîëüêî ÷åðåç çíà÷åíèÿ T (x(n)) ñòàòèñòèêè T = T (X(n)),

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû ìû ïðîâåäåì òîëüêî äëÿ äèñêðåòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîãäà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè
âûáîðêè fn(x

(n) | θ) = P θ

(
X(n) = x(n)

)
. Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òà æå, íî ïðèäåòñÿ äåëàòü çàìåíó â n-êðàòíîì
èíòåãðàëå.

Äîñòàòî÷íîñòü.Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ôàêòîðèçàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå (1);
òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X(n) îòíîñèòåëüíî T íå
çàâèñèò îò θ. Êàê è â òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ñ äâóõòî÷å÷íûì
ðàñïðåäåëåíèåì, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòè X(n) îòíîñèòåëüíî T :

P θ

(
X(n) = x(n) |T (X(n)) = t

)
=

P θ

({X(n) = x(n)}∧{T (X(n)) = t})

P θ(T (X(n)) = t)
.

Ñîáûòèÿ, ñòîÿùèå â ÷èñëèòåëå, áóäóò íåñîâìåñòíûìè, åñëè T (x(n)) 6= t,

è â ýòîì ñëó÷àå óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà íóëþ (íå çàâèñèò îò θ). Åñëè
æå T (x(n)) = t, òî ïåðâîå ïî ïîðÿäêó ñîáûòèå â ÷èñëèòåëå âëå÷åò âòîðîå, è
ïîýòîìó ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè óïðîùàåòñÿ:

P θ

(
X(n) = x(n) |T (X(n)) = t

)
=

P θ

(
X(n) = x(n)

)

P θ(T (X(n)) = t)
.

Òàê êàê P θ(X
(n) = x(n)) = fn(x

(n) | θ), òî èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (1),
ïîëó÷àåì, ÷òî (íàïîìíèì, T (x(n)) = t)

P θ

(
X(n) = x(n) |T (X(n)) = t

)
=
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g θ(T (x(n)))h(x(n))∑

y(n): T (y(n))=t

g θ(T (y(n)))h(y(n))
=

h(x(n))∑

y(n): T (y(n))=t

h(y(n))
.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò θ, è ïîýòîìó ñòà-
òèñòèêà T äîñòàòî÷íà äëÿ Pn.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü T � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, òàê ÷òî óñëîâíîå
ðàñïðåäåëåíèå P θ

(
X(n) = x(n) |T (X(n)) = t

)
= K(x(n), t), ãäå ôóíêöèÿ K

íå çàâèñèò îò θ. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèè ïëîò-
íîñòè âûáîðêè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (1).

Èìååì
fn(x

(n) | θ) = P θ

(
X(n) = x(n)

)
=

P θ

(
{X(n) = x(n)}

∧
{T (X(n)) = T (x(n))}

)
=

P θ(T (X(n)) = T (x(n))) · P θ

(
X(n) = x(n) |T (X(n)) = T (x(n))

)
.

Ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå (1) ñ g θ(T (x(n))) = P θ(T (X(n)) = T (x(n))) è
h(x(n)) = K(x(n), T (x(n))). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íà ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííîãî êðèòåðèÿ
äîñòàòî÷íîñòè ê ñòàòèñòè÷åñêèì ñòðóêòóðàì, ñîîòâåòñòâóþùèì âåðîÿòíîñò-
íûì ìîäåëÿì èç íàøåãî êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Íà÷íåì ñ äâóõòî÷å÷-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (âûáîð â ñõåìå Áåðíóëëè), ãäå ìû íåïîñðåäñòâåííûìè
âû÷èñëåíèÿìè óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óáåäèëèñü â äîñòàòî÷íîñòè ñòàòè-
ñòèêè, ðåàëèçóþùåé ÷èñëî óñïåøíûõ èñïûòàíèé, � ïîñìîòðèì, êàê ýòî äå-
ëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (1).

10.Äâóõòî÷å÷íîå ðàñïðåäåëåíèå B(1, θ) èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè

f(x | θ) = θ x(1− θ)1−x,

îòëè÷íóþ îò íóëÿ òîëüêî â òî÷êàõ x = 0 è 1. Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Θ = (0; 1), à ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âû-
áîðêè

fn(x
(n) | θ) = θ

∑n

1
xk

(1− θ)
n−

∑n

1
xk

.

Ïðåäñòàâëåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ñ h(x(n)) ≡ 1 è T (x(n)) =
∑n

1
xk. Ñëåäîâà-

òåëüíî, T =
∑n

1
Xk � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.
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20.Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà P(θ), äëÿ êîòîðîãî

f(x | θ) =
θ x e−θ

x!
, x = 0, 1, . . . , Θ = R+,

ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âûáîðêè

fn(x
(n) | θ) = θ

∑n

1
xk

e−nθ /
∏n

1
xk!.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäñòàâëåíèè (1)

h(x(n)) =
[ ∏n

1
xk!

]−1
,

è T =
∑n

1
Xk � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

30.Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå E(θ) ñ

f(x | θ) =
1

θ
exp

{
−x

θ

}
, x ≥ 0, Θ = R+,

è
fn(x

(n) | θ) =
1

θn
exp

{
−1

θ

n∑
1

xk

}

Òàêæå îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé T =
∑n

1
Xk.

40.Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå U(a, b), ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè êîòîðîãî

f(x | θ) =
I [ a; b ](x)

b− a

îòëè÷íà îò íóëÿ è ïîñòîÿííà íà îòðåçêå [ a; b ], íà ÷òî óêàçûâàåò ñòîÿùàÿ â
÷èñëèòåëå èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [ a; b ]. Â ýòîì ðàñïðåäåëåíèè θ =
(a, b) � äâóìåðíûé ïàðàìåòð è ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Θ = {(a, b) :
(a, b) ∈ R2, a < b}. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé
ïëîòíîñòè

fn(x
(n) | θ) =

∏n

1
I [ a; b ] (xk)

(b− a)n
,

è ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå èíäèêàòîðîâ, ñòîÿùåå â ÷èñëèòåëå ýòîé ôóíêöèè,
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 â ñëó÷àå

a ≤ min
1≤k≤n

xk ≤ max
1≤k≤n

xk ≤ b

185



è çíà÷åíèå 0 ïðè íàðóøåíèè ýòèõ íåðàâåíñòâ, òî âåêòîð T = ( X(1), X(n) )
êðàéíèõ ÷ëåíîâ âàðèàöèîííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé.

50.Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N (µ, σ2). Ýòî ðàñïðåäåëåíèå îáëàäàåò
äâóìåðíûì ïàðàìåòðîì θ = (µ, σ) ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé (ïàðàìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì) Θ = R×R+. Ôóíêöèè ïëîòíîñòè íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X è ñëó÷àéíîé âûáîðêè X(n) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê

f(x | θ) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}

è
fn(x

(n) | θ) =
1

(2π)n/2σn
exp

{
− 1

2σ2

n∑
1

(xk − µ)2

}
=

1

(2π)n/2σn
exp

{
− 1

2σ2

(
n∑
1

x2
k − 2µ

n∑
1

xk + nµ2

)}
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè X(n) ïîêàçûâàåò, ÷òî äâóìåðíàÿ ñòà-
òèñòèêà T = (T1, T2) ñ T1 =

∑n

1
Xk T2 =

∑n

1
X2

k äîñòàòî÷íà äëÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó
T1 = nX è T2 = n(S2 + X

2
), òî ôàêòîðèçàöèîííîå ðàâåíñòâî (1) óêàçû-

âàåò íà äîñòàòî÷íîñòü ñòàòèñòèê X è S2, êîòîðûå èìåþò êîíêðåòíóþ ñòà-
òèñòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ è ïîýòîìó áîëåå óäîáíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî
èñïîëüçîâàíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî çàìå÷àíèå íîñèò îáùèé õàðàêòåð: ëþáûå
âçàèìíî îäíîçíà÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè íàñëåäó-
þò ñâîéñòâî äîñòàòî÷íîñòè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå èçâåñòíîãî (ôèêñèðîâàííîãî) σ ñòàòèñòè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìååò ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ îá-
ëàñòüþ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ, è äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé áóäåò âûáîðî÷-
íîå ñðåäíåå X. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ñòàòèñòèêè S2

ïðè ôèêñèðîâàííîì µ.

60.Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå G(λ, a) èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè

f(x | θ) =
1

aλΓ(λ)
xλ−1 exp

{
−x

a

}
, x > 0, θ = (a, λ), a > 0, λ > 0,

òàê ÷òî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âûáîðî÷íîãî âåêòîðà

f(x | θ) =
1

anλΓn(λ)

[
n∏
1

xk

]λ−1

exp

{
−1

a

n∑
1

xk

}
.
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Òîæäåñòâî (1) óêàçûâàåò, ÷òî äîñòàòî÷íîé ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ ñòàòèñòèêà(∑n

1
Xk,

∏n

1
Xk

)
èëè áîëåå óäîáíàÿ â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè ñòà-

òèñòèêà
(∑n

1
Xk,

∑n

1
ln Xk

)
. Äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü

òî æå çàìå÷àíèå, ÷òî è äëÿ íîðìàëüíîãî: ïåðâàÿ êîìïîíåíòà äîñòàòî÷íîé
ñòàòèñòèêè �îòâå÷àåò� çà ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð a, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðó ôîðìû λ.

70.Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå B(m, p). Ýòî äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå, ñîñðåäîòî÷åííîå â òî÷êàõ x = 0, 1, . . . , m, ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

f(x | θ) = Cx
m px(1− p)m−x,

çàâèñÿùåé îò äâóìåðíîãî ïàðàìåòðà θ = (m, p), ïåðâàÿ êîìïîíåíòà m êî-
òîðîãî ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà N = {1, 2, . . .}, à
âòîðàÿ êîìïîíåíòà p ∈ (0; 1). Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âûáîðî÷íîãî âåêòîðà

fn(x
(n) | θ) =

n∏

k=1

Cxk
m · p

∑n

1
xk

(1− p)
nm−

∑n

1
xk

.

Ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Θ = N × (0; 1) äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòè-
êîé ìîæåò áûòü òîëüêî âåñü âûáîðî÷íûé âåêòîð X(n), íî åñëè Θ = (0; 1)

(çíà÷åíèå ïàðàìåòðà m èçâåñòíî), òî
∑n

1
Xk � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

80.Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè C(a, b) èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âûáîðî÷íîãî
âåêòîðà

fn(x
(n) | θ) = π−nb−n

n∏

k=1

(
1 +

(
xk − a

b

)2
)−1

,

è â ñèëó êðèòåðèÿ (1) åãî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îáëàäàåò òîëüêî òðè-
âèàëüíîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé T = X(n).

Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñòðóêòóðû ìíîãîìåðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé â ñèëó èõ ÷ðåçâû÷àéíîé ãðîìîçäêîñòè, íî íåòðóäíî óñòàíî-
âèòü ïî àíàëîãèè ñ ðàññìîòðåííûìè ïðèìåðàìè, ÷òî ó ñòðóêòóðû ìóëü-
òèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ M(m, 1,p) ñ m ≥ 2 èñõîäàìè è âåêòîðîì
p = (p1, . . . , pm) âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäîâ äîñòàòî÷íûì áó-
äåò âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ÷àñòîò ýòèõ èñõîäîâ â ìóëüòèíîìèàëüíîé ñõå-
ìå èñïûòàíèé, à ó ñòðóêòóðû ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
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Nm(µ, Λ) äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó îáðàçóþò âåêòîð âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ
è âûáîðî÷íàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà.

Íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ ââîäíàÿ ÷àñòü íàøåãî êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-
ñòèêè. Ìû ñäåëàëè ïîñòàíîâêó ïðîáëåìû ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà, ïðîâåëè
êëàññèôèêàöèþ îñíîâíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñòðóêòóð è òåïåðü ìû ãîòîâû ê
ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîáëåì ïî îöåíêå ïàðàìåòðîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ïðîâåðêå ãèïîòåç, êàñàþ-
ùèõñÿ ñòðóêòóðû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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�3. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ. Ìåòîä ìîìåíòîâ

Ëåêöèÿ 5
Ìû ïðèñòóïàåì ê ðåøåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìû îöåíêè íåèçâåñò-

íîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ, èíäåêñèðóþùåãî ñåìåéñòâî P = {P θ, θ ∈ Θ}
âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Áóäóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî êîíå÷íîìåðíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Θ =
Rk, k ≥ 1. Èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèè θ ïîñòóïàåò ê íàì â âèäå âûáîðî÷íûõ
äàííûõ x(n) = (x1, . . . , xn) � ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé n íåçàâèñèìûõ êî-
ïèé X(n) = (X1, . . . , Xn) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Íàïîìíèì, ñåìåéñòâî P

ìû íàçâàëè âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ, à ñëó÷àéíûé âåêòîð X(n) � ñëó÷àéíîé
âûáîðêîé îáúåìà n.

Â ýòîé ïðîáëåìå, î êîòîðîé ìû íåñêîëüêî ðàç óïîìèíàëè â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå, ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé D ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì Θ, ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ δ = δ(X(n)) � ñòàòèñòèêà ñ îáëàñòüþ
çíà÷åíèé T = Θ � íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ïàðàìåòðà θ è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ
θn, θ̂n, θ∗n è òîìó ïîäîáíîå. Ôóíêöèè ïîòåðü L(θ, d) â ïðîáëåìå îöåíèâà-
íèÿ îáû÷íî âûáèðàþòñÿ â âèäå íåóáûâàþùåé ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ | d− θ |
(â ýâêëèäîâîé ìåòðèêå) ìåæäó çíà÷åíèåì îöåíêè d = θ̂n(x

(n)) è èñòèííûì
çíà÷åíèåì θ îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îöåíèâàíèÿ ñîñòîèò â ïî-
ñòðîåíèè îöåíêè θ∗n = θ∗n(X

(n)), ìèíèìèçèðóþùåé ðàâíîìåðíî ïî θ ∈ Θ
ôóíêöèþ ðèñêà

R(θ; θ̂n) = E θL(θ, θ̂n(X
(n))).

Òàêèì îáðàçîì, êàêîâà áû íè áûëà ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà θ̂n, äëÿ îöåí-
êè θ∗n ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì ðèñêîì ïðè ëþáîì θ ∈ Θ ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî R(θ; θ∗n) ≤ R(θ; θ̂n).

Ìû ðàññìîòðèì îäíî èç ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è â ñëó÷àå îöåíêè ñêàëÿðíî-
ãî ïàðàìåòðà (Θ = R) ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü L(θ, d) = (d−θ)2,

íî ñíà÷àëà ïîçíàêîìèìñÿ ñ òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûìè â ñòàòèñòè÷åñêîé
ïðàêòèêå ìåòîäàìè îöåíêè ïàðàìåòðîâ è èçó÷èì ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ îöå-
íîê ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ èõ ôóíêöèè ðèñêà.

Êîíå÷íî, äàëåêî íå âñå èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå ìåòîäû ïðèâîäÿò ê
îïòèìàëüíûì îöåíêàì, èíîãäà áûâàåò òðóäíî íàéòè îöåíêó, îáëàäàþùóþ
õîòü êàêèìè-íèáóäü ïðèâëåêàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî ñ÷èòàòü
îöåíêîé ëþáîå èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Xn â ïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Θ íå ñîâñåì ðàçóìíî, è ïîýòîìó ìû ââåäåì
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íåêîòîðûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñòàòèñòèêà θ̂n, ÷òîáû
ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü îöåíêè. Ðàçðàáàòûâàÿ â äàëüíåéøåì ìåòîäû îöåíè-
âàíèÿ è ïðåäëàãàÿ êîíêðåòíûå îöåíêè, ìû âñåãäà áóäåì ïðîâåðÿòü âûïîë-
íèìîñòü ýòèõ óñëîâèé.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Îöåíêà θ̂n ïàðàìåòðà θ íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé,
åñëè θ̂n(X

(n)) →
P

θ ïðè ëþáîì θ ∈ Θ, êîãäà îáúåì âûáîðêè n →∞. Îöåíêà
θ̂n íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé â ñðåäíåì, åñëè E θ θ̂n(X

(n)) = θ, êàêîâî áû íè
áûëî çíà÷åíèå θ ∈ Θ.

Íàïîìíèì, ÷òî θ̂n(X
(n)) →

P
θ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P θ

(∣∣∣ θ̂n(X
(n))− θ

∣∣∣ > ε
)

= 0,

èëè, ÷òî òî æå,
lim
n→∞

P θ

(∣∣∣ θ̂n(X
(n))− θ

∣∣∣ ≤ ε
)

= 1. (1)

Çäåñü, êàê îáû÷íî, â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ çàïèñü | θ1− θ2 | îçíà-
÷àåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè θ1 è θ2 ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Θ.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàçàëè, ÷òî âûáîðî÷íûå ìîìåíòû ai =

(1/n)
∑n

1
X i

j ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ �òåî-
ðåòè÷åñêèõ� ìîìåíòîâ αi = E θX

i, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îöåíè-
âàåìîãî ïàðàìåòðà: αi = αi(θ), i = 1, 2, . . . . Ýòîò ðåçóëüòàò óêàçûâàåò
íàì äîâîëüíî ïðîñòîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê â ñëó÷àå
ñóùåñòâîâàíèÿ ó ðàñïðåäåëåíèÿ Pθ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X

ìîìåíòà ïîðÿäêà k, ãäå k � ÷èñëî êîìïîíåíò θ1, . . . , θk îöåíèâàåìîãî ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà θ.

Ïðèðàâíÿåì òåîðåòè÷åñêèå ìîìåíòû âûáîðî÷íûì è ðàçðåøèì ïîëó÷åí-
íóþ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìó óðàâíåíèé αi(θ1, . . . , θk) = ai, i = 1, . . . , k îòíî-
ñèòåëüíî ïåðåìåííûõ θ1, . . . , θk. Ëþáîå ðåøåíèå θ̂n(a) = (θ̂1n(a), . . . , θ̂kn(a)),
a = (a1, . . . , an), ýòîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ îöåíêîé θ ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ,
è ïðåæäå, ÷åì èññëåäîâàòü ñâîéñòâà òàêèõ îöåíîê, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî
ïðèìåðîâ íà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìîìåíòîâ.

Â êóðñå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, èçó÷àÿ íîâûå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè, ìû
âñåãäà âû÷èñëÿëè èõ ìîìåíòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Íàïðèìåð, ìû çíàåì,
÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äâóõòî÷å÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ B(1, θ), ðàñïðåäåëåíèÿ
Ïóàññîíà P(θ) è ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ E(θ) ðàâíû θ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X åñòü îöåíêà ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ïàðàìåòðà θ
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ëþáîãî èç ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà îöåíêà ñîñòîÿòåëüíà
è íåñìåùåíà. Òî÷íî òàê æå ó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N (µ, σ2) ïàðà-
ìåòð µ îçíà÷àåò ñðåäíåå çíà÷åíèå, à σ2 � äèñïåðñèþ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X è âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2 åñòü
ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò µ è σ2 ïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî âåêòîðà θ = (µ, σ2). Èñïðàâëÿÿ ñìåùåíèå îöåíêè S2 êîìïîíåíòû σ2,

ïîëó÷àåì íåñìåùåííóþ îöåíêó θ. Çàìå÷àòåëüíî òî, ÷òî âñå îöåíêè ÿâëÿ-
þòñÿ äîñòàòî÷íûìè ñòàòèñòèêàìè, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, êàê áóäåò âèäíî
â äàëüíåéøåì, ïðåäîïðåäåëÿåò èõ îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà. Ðàñïðåäåëåíèå
îöåíêè X ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé
B, P, E è N , ðàñïðåäåëåíèå æå S2 ïðè âûáîðå èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìû íàéäåì íåñêîëüêî ïîçæå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé, è íàéäåííûå îöåíêè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ íå ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèÿìè äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê.

Ïðèì å ð 3. 1. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ B(m, p).
Ïðîáëåìà ñîñòîèò â îöåíêå îáåèõ êîìïîíåíò m è p äâóìåðíîãî ïàðàìåòðà
θ = (m, p). Èç êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íàì èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷å-
íèå áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî mp, à äèñïåðñèÿ � mp(1−p). Ïðè-
ðàâíèâàÿ ýòè òåîðåòè÷åñêèå ìîìåíòû èõ âûáîðî÷íûì àíàëîãàì, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíîê ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ: mp = X, mp(1−p) =
S2. Ðàçäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, íàõîäèì îöåíêó p̂n = (X−S2)/X
ïàðàìåòðà p, ïîñëå ÷åãî, îáðàùàÿñü ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ, íàõîäèì îöåíêó
m̂n = X

2
/(X−S2) ïàðàìåòðà m. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè îöåíêè îáëàäàþò

ñâîéñòâîì ñîñòîÿòåëüíîñòè (îáùèé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òàêèõ óòâåðæäå-
íèé ñìîòðèòå â ïðèâåäåííîé íèæå òåîðåìå 3.1), íî ïðè ìàëûõ n âåëèêà âå-
ðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ îöåíîê, îöåíêà ïàðàìåòðà m,

êàê ïðàâèëî, íå áóäåò öåëûì ÷èñëîì, íàêîíåö, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îöåí-
êà p∗n = X ïàðàìåòðà p áóäåò îáëàäàòü ìåíüøèì êâàäðàòè÷íûì ðèñêîì,
÷åì îöåíêà p̂n. Âñå ýòî, êîíå÷íî, ïå÷àëüíî, îäíàêî äðóãèå ìåòîäû, ïðèâîäÿ-
ùèå ê áîëåå òî÷íûì îöåíêàì, îáëàäàþò çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè
òðóäíîñòÿìè.

Ïðèì å ð 3. 2. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ G(λ, a). Ó ýòî-
ãî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåå ðàâíî λa, à äèñïåðñèÿ �
λa2. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé λa = X, λa2 = S2 äàåò îöåíêè ân =

S2/X, λ̂n = X
2
/S2, êîòîðûå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íå ÿâëÿþòñÿ
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ôóíêöèÿìè äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè
(∑n

1
Xk,

∏n

1
Xk

)
, è êàê ïîêàçûâàþò

íå ñîâñåì ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ, èõ ðèñêè äàëåêè îò âîçìîæíîãî ìèíèìó-
ìà. Òåì íå ìåíåå, î÷åâèäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîñòîòà îöåíîê ïàðàìåòðîâ
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ îáåñïå÷èâàåò èõ ïîïóëÿðíîñòü â
ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèÿõ.

Èçó÷èì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ �
óñòàíîâèì óñëîâèÿ èõ ñîñòîÿòåëüíîñòè è èññëåäóåì ïîâåäåíèå èõ ðàñïðå-
äåëåíèé ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðîê. Äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ
ñëó÷àåì îäíîìåðíîãî ïàðàìåòðà θ, îöåíêà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ µ(θ) = E θX = X, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå θ̂n = h(X). Ïîíÿòíî, ÷òî h(·) = µ−1(·), òàê ÷òî
h(µ(θ)) ≡ θ. Î âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé
âåêòîðíîãî θ ìû ïîãîâîðèì îòäåëüíî.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè íàáëþäàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò êîíå÷íîå
ñðåäíåå çíà÷åíèå µ = µ(θ) è ôóíêöèÿ h(·) íåïðåðûâíà â îáëàñòè çíà÷åíèé
âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî X, òî θ̂n = h(X) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé
ïàðàìåòðà θ ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1) â îïðåäåëåíèè
ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ε > 0 è α > 0 ñóùå-
ñòâóåò òàêîå N(ε, α), ÷òî äëÿ âñåõ n > N(ε, α) âåðîÿòíîñòü

Pθ

( ∣∣ h(X)− θ
∣∣ ≤ ε

)
> 1− α. (2)

Ïîñêîëüêó h(µ) = h(µ(θ)) = θ è X→
P

µ, òî íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ñâîéñòâî (èëè îïðåäåëåíèå) íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè: h(x) → h(µ) ïðè
x → µ, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðè çàìåíå îáû÷íîé ñõîäèìîñòè ′′ → ′′ íà
ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ′′ →

P

′′ , òî åñòü X→
P

µ âëå÷åò h(X)→
P

h(µ). Ýòî
ïî÷òè î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â ïîïàäàíèè â îêðåñòíîñòü
íóëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû |X − µ |, âëå÷åò àíàëîãè÷íîå ñîáûòèå äëÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû |h(X)−h(µ) |, íî âñå æå ïðîâåäåì ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
íà ÿçûêå ′′ ε − δ′′ .

Òàê êàê X→
P

µ(θ), à h(·) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî íàéäóòñÿ òàêèå
δ = δ(ε, α) è N = N(ε, α), ÷òî

P ( |X − µ(θ) | < δ ) > 1− α (3)

äëÿ âñåõ n > N è ñîáûòèå |X − µ(θ) | < δ ïîâëå÷åò ñîáûòèå |h(X) −
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h(µ(θ)) | = |h(X) − θ | ≤ ε. Â ñèëó ýòîãî íåðàâåíñòâî (2) ñòàíîâèòñÿ ñëåä-
ñòâèåì íåðàâåíñòâà (3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà ñîñòîÿòåëüíîñòè îñòà-
åòñÿ ñïðàâåäëèâîé â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîé ôóíêöèè îò âåêòîðíîãî àðãóìåíòà,
ñâÿçàâ åãî ñ ðàññòîÿíèÿìè â ýâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ çíà÷åíèé ôóíêöèè
è åå àðãóìåíòà.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè
θ̂n = h(X) ïðè n →∞. Ïîíÿòíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå óïîòðåáëåíèå òåðìè-
íà �îöåíêà� ïðèìåíèòåëüíî ê ôóíêöèè h(X) íè÷åãî îñîáåííî íå äîáàâëÿåò �
ðå÷ü èäåò ïðîñòî îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè ñòàòèñòèêè, èìåþùåé
âèä ôóíêöèè îò âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî.

Òåîðåìà 3.2. Åñëè X(n) � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êî-
íå÷íûìè ñðåäíèì çíà÷åíèåì µ è äèñïåðñèåé σ2, à ôóíêöèÿ h(x) îáëàäàåò
îãðàíè÷åííîé âòîðîé ïðîèçâîäíîé h′′(x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = µ, òî

lim
n→∞

P
(√

n
(
h(X)− h(µ)

)
< x

)
= Φ

(
x

σ|h′(µ) |
)

. (4)

ãäå Φ(·) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Ïîíÿòíî, ÷òî ìû äîëæíû âîñïîëüçîâàòüñÿ öåí-

òðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé (�14 êóðñà ÒÂ) ïðèìåíèòåëüíî ê ñòàòèñòèêå
X = 1

n

∑n

1
Xk :

lim
n→∞

P
(√

n
(
X − µ

)
< x

)
= Φ

(x

σ

)
. (5)

Ñòàíäàðòíûé ïðèåì èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé òåîðåìû ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì
àíàëèçå ôóíêöèé îò ñóìì íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ñîñòîèò â �ëèíåðèçàöèè� òàêèõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóëû Òåéëîðà. Â íàøåì ñëó÷àå ìû ðàçëàãàåì ôóíêöèþ h(·) â îêðåñòíîñòè
òî÷êè X = µ, èñïîëüçóÿ òîëüêî äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ:

h(X) = h(µ) + (X − µ)h′(µ) +
(X − µ)2

2!
h′′

(
µ + λ(X − µ)

)
,

ãäå 0 ≤ λ ≤ 1.
Ïåðåïèøåì ýòî ðàçëîæåíèå â âèäå
√

n
(
h(X)− h(µ)

)
=
√

n(X − µ)h′(µ) +

√
n(X − µ)2

2!
h′′

(
µ + λ(X − µ)

)
,
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ïðåäñòàâèâ òåì ñàìûì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó √n
(
h(X)− h(µ)

)
(ñì. ôîðìó-

ëó (4)) â âèäå ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ â ñèëó
ôîðìóëû (5) èìååò ïðåäåëüíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, óêàçàííîå â ïðà-
âîé ÷àñòè (4), à âòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,
h′′

(
µ + λ(X − µ)

)
ïî óñëîâèþ òåîðåìû îãðàíè÷åíî ñ âåðîÿòíîñòüþ ñêîëü

óãîäíî áëèçêîé ê åäèíèöå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n. Â ñèëó íåðàâåíñòâà
×åáûøåâà (ïðåäëîæåíèå 6.2 êóðñà ÒÂ) äëÿ ëþáîãî ε > 0 âåðîÿòíîñòü

P
(√

n(X − µ)2 > ε
) ≤ E

√
n(X − µ)2

ε
=

√
nDX

ε
=

σ2

ε
√

n
→ 0,

è ïîýòîìó ñòîÿùèé ïåðåä h′′/2! ìíîæèòåëü, à ñ íèì è âñå âòîðîå ñëàãàå-
ìîå, ñõîäÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íóëþ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøàåò-
ñÿ ññûëêîé íà ïðåäëîæåíèå 11.1 êóðñà ÒÂ: åñëè îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò íåâûðîæäåííîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå F, à
âòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íóëþ, òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñóì-
ìû ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîâïàäàåò ñ F.

Èòàê, åñëè h(X) � îöåíêà θ̂n ïàðàìåòðà θ ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ, òî ôîð-
ìóëà (4) òåîðåìû 3.2 ïðèíèìàåò âèä

lim
n→∞

P
(√

n
(
θ̂n − θ)

)
< x

)
= Φ

(
x

σ|h′(µ) |
)

.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íà èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè îò âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî íà ïðàêòèêå.

Ïðèì å ð 3.3. Îöåíêà íàäåæíîñòè èçäåëèÿ ñ ïîêàçàòåëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì äîëãîâå÷íîñòè. Ïðè âûïóñêå èçäåëèé îáû÷íî óêàçûâàåòñÿ èõ ãàðàí-
òèéíûé ñðîê ñëóæáû t0; îòêàç èçäåëèÿ äî èñòå÷åíèÿ ñðîêà t0 ÷ðåâàò äëÿ
ïîñòàâùèêà ðàñõîäàìè íà ðåìîíò èëè çàìåíó èçäåëèÿ. ×òîáû ïëàíèðîâàòü
ðàñõîäû íà òàêîãî ðîäà ðåêëàìàöèè ñî ñòîðîíû ïîòðåáèòåëÿ, ïîñòàâùèê
äîëæåí çíàòü íàäåæíîñòü âûïóñêàåìûõ èçäåëèé: H(t0) = P (X > t0). Âå-
ëè÷èíà H(t0) óêàçûâàåò ñðåäíþþ äîëþ èçäåëèé, êîòîðûå íå îòêàæóò â
òå÷åíèè ãàðàíòèéíîãî ñðîêà ñëóæáû t0. ×òîáû îöåíèòü H(t0) ïðîâîäÿòñÿ
èñïûòàíèÿ n èçäåëèé, è ïóñòü x1, . . . , xn � íàðàáîòêè íà îòêàç èñïûòóåìûõ
èçäåëèé, òðàêòóåìûå êàê ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âûáîðêè X(n) èç ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F ( · | θ), èçâåñòíîãî ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ. Íàêîíåö,
ïóñòü íàì èçâåñòíî, ÷òî äîëãîâå÷íîñòü èçäåëèé ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó �îòñóò-
ñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ� , â ñèëó ÷åãî F (x | θ) = 1−exp{−x/θ} � ïîêàçàòåëüíîå
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ðàñïðåäåëåíèå. Â òàêîì ñëó÷àå ïðîáëåìà ñîñòîèò â îöåíêå ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè h(θ) = exp{−t0/θ}.

Òàê êàê θ = EX � ñðåäíÿÿ íàðàáîòêà íà îòêàç, òî åñòåñòâåííî îöåíèòü
θ ïîñðåäñòâîì ñòàòèñòèêè X (ðàáîòàåò ìåòîä ìîìåíòîâ), à çà îöåíêó íà-
äåæíîñòè âçÿòü ñòàòèñòèêó h(X) = exp{−t0/X}. Ïîñêîëüêó íàèáîëüøóþ,
ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îïàñíîñòü ïðåäñòàâëÿåò çàâûøåíèå íàäåæ-
íîñòè, òî íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü äîëæíà èíòåðåñîâàòü ÷àñòîòà ãðóáûõ ïðå-
âûøåíèé, íàïðèìåð, íà íåêîòîðóþ çàäàííóþ âåëè÷èíó ε. Åñëè ïîëîæèòü
∆ = ε

√
n, òî âåðîÿòíîñòü, óêàçûâàþùàÿ ÷àñòîòó ãðóáûõ ïðåâûøåíèé, çà-

ïèñûâàåòñÿ â âèäå R(θ; h(X)) = P
(√

n
(
h(X)− h(θ)

)
> ∆

)
, ÷òî ïîçâîëÿ-

åò íàì íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ (4) ïðè èñïûòàíèÿõ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà èçäåëèé (íàñêîëüêî áîëüøîãî, ýòî � îòäåëüíûé
âîïðîñ, ðåøèòü êîòîðûé ìîæíî, íàïðèìåð, ìîäåëèðóÿ âûáîðêè èç ïîêàçà-
òåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî).

Èìååì σ2 = θ2, h′(θ) = t0θ
−2 exp{−t0/θ}, è ôîðìóëà (4) äàåò íàì ñëå-

äóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ðèñêà îöåíêè h(X) :

R(θ; h(X)) ≈ 1− Φ

(
∆θ

t0
exp

{
t0
θ

})
.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðèñêà äîñòèãàåòñÿ ïðè θ = t0
è ðàâíî Φ(∆ · e).

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà îöåíêà èìååò âèä ôóíêöèè îò äâóõ è áîëåå âûáî-
ðî÷íûõ ìîìåíòîâ, ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà åå ðàñïðåäåëåíèÿ òîò
æå. Íàïðèìåð, ïóñòü θ̂n = h(a1, a2), è ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì,
àíàëîãè÷íûì òðåáîâàíèÿì ê h â òåîðåìå 3.2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà,
ïðåäñòàâèì h â îêðåñòíîñòè òî÷êè (α1, α2) â ñëåäóþùåì âèäå:

h(a1, a2) = h(α1, α2) + (a1 − α1)h
′
1(α1, α2)+

(a2 − α2)h
′
2(α1, α2) + Op(| a− α |2),

ãäå a = (a1, a2), α = (α1, α2). Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî √n| a− α |2→
P

0, òàê
÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà √n (h(a1, a2)− h(α1, α2)) àñèìïòîòè÷åñêè íîð-
ìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðâûå ÷åòûðå ìîìåíòà
íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
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�4. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Ëåêöèÿ 6

Ìû ïðèñòóïàåì ê èçó÷åíèþ áîëåå òî÷íîãî ìåòîäà îöåíêè íåèçâåñòíîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Îí ïðåâîñõîäèò ìåòîä ìîìåíòîâ è ïðè íàëè÷èè äîñòà-
òî÷íûõ ñòàòèñòèê äàåò îïòèìàëüíûå îöåíêè ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàäðàòè÷íî-
ãî ðèñêà. Áîëåå òîãî, ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè
ýòîò ìåòîä ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè (n → ∞) îïòèìàëüíûì îöåíêàì
äëÿ øèðîêîãî êëàññà âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé è ïðàêòè÷åñêè ïðè ëþáûõ
ôóíêöèÿõ ïîòåðü.

Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè �ðàçóìíîãî� ïîâå-
äåíèÿ ÷åëîâåêà â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðåäñòàâèì ñåáå ñèòóàöèþ,
÷òî ìû îæèäàåì ïîÿâëåíèÿ îäíîãî èç íåñêîëüêèõ ñîáûòèé, âåðîÿòíîñòè
êîòîðûõ íàì íåèçâåñòíû è íàñ èíòåðåñóþò íå ñòîëüêî çíà÷åíèÿ ýòèõ âå-
ðîÿòíîñòåé, ñêîëüêî òî ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò íàèáîëåå ÷àñòî. Ñè-
òóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì âñåãî îäíèì èñïûòàíèåì, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïðîèçîøëî íåêîòîðîå ñîáûòèå A. Êîíå÷íî, ìû ïðè-
ìåì ðåøåíèå, ÷òî A îáëàäàåò íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ, è âðÿä ëè ìîæíî
ïðåäëîæèòü íå÷òî áîëåå ðàçóìíîå, ÷åì òàêîå ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.

Â ýòîì è ñîñòîèò ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, êîòîðûé áóê-
âàëüíî ïðîíèçûâàåò âñþ òåîðèþ îïòèìàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.
Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèíöèïà ê ïðîáëåìå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó ñòàòèñòè÷åñêîìó ïðàâèëó: åñëè x(n) � ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ
ñëó÷àéíîé âûáîðêè X(n), òî çà îöåíêó ïàðàìåòðà ñëåäóåò áðàòü òî åãî
çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì ðåçóëüòàò x(n) îáëàäàåò íàèáîëüøèì ïðàâäîïîäî-
áèåì.

Âû ñïðîñèòå, ÷òî òàêîå �ïðàâäîïîäîáèå� ðåçóëüòàòà x(n)? Äàâàéòå ôîð-
ìàëèçóåì ýòî ïîíÿòèå.

Åñëè íàáëþäàåòñÿ äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî åñòåñòâåííî íà-
çâàòü ïðàâäîïîäîáèåì ðåçóëüòàòà x(n) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðà θ âåðîÿòíîñòü åãî íàáëþäåíèÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå. Íî â
äèñêðåòíîì ñëó÷àå ýòà âåðîÿòíîñòü ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè ïëîò-
íîñòè â òî÷êå x(n) : P θ(X

(n) = x(n)) = fn(x
(n) | θ). Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà

ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé äîñòèæåíèÿ
ìàêñèìóìà ó ôóíêöèè ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âûáîðêè, òî åñòü

θ̂n(X
(n)) = arg max

θ∈Θ
fn

(
X(n) | θ

)
. (1)
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Ðàññìîòðèì ñðàçó æå ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü X(n) � âûáîðêà â ñõåìå
Áåðíóëëè, è ìû îöåíèâàåì âåðîÿòíîñòü θ óñïåøíîãî èñõîäà. Â ýòîé ìîäåëè

f(X(n) | θ) = θ

∑n

1
Xk

(1− θ)
n−

∑n

1
Xk

.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòó ôóíêöèþ ïî θ è ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, íà-
õîäèì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ θ = (1/n)

∑n

1
Xk. Ýòî � äàâ-

íî çíàêîìàÿ íàì îöåíêà âåðîÿòíîñòè óñïåõà â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, êî-
òîðóþ ìû ïîëó÷èëè ñ ïîìîùüþ ìîìåíòîâ è ïîñòîÿííî èñïîëüçîâàëè ïðè
èëëþñòðàöèè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Òåïåðü îïðåäåëèì ïðàâäîïîäîáèå â ñëó÷àå âûáîðà èç íåïðåðûâíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè (ïî ìåðå Ëåáåãà) fn(x

(n) | θ), x(n) ∈ Rn, θ ∈
Θ. Ïóñòü x(n) � ñîâîêóïíîñòü âûáîðî÷íûõ äàííûõ, òî åñòü òî÷êà â n-ìåðíîì
âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Îêðóæèì ýòó òî÷êó ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàë-
ëåëåïèïåäîì ìàëîãî ðàçìåðà, ñêàæåì, Vε =

∏n

1
[ xk−ε/2; xk +ε/2]. Â ñèëó

òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ êðàòíîãî èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáîðî÷-
íûé âåêòîð ïîïàäåò â ýòîò ïàðàëëåëåïèïåä P

(
X(n) ∈ Vε

) ∼ fn(x
(n) | θ) · εn,

êîãäà ε → 0. Åñëè òðàêòîâàòü ýòó âåðîÿòíîñòü, êàê ïðàâäîïîäîáèå ðåçóëü-
òàòà x(n), êîòîðîå, êîíå÷íî, çàâèñèò îò âûáîðà ìàëîãî ε, ìû âèäèì, ÷òî
ïðîáëåìà ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå îòûñêàíèÿ
òî÷êè äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà ïî âñåì θ ∈ Θ ó ôóíêöèè ïëîòíîñòè fn.

Òàêèì îáðàçîì, è â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçóìíî íàçâàòü
ïðàâäîïîäîáèåì ðåçóëüòàòà x(n) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà
θ îïÿòü-òàêè âåëè÷èíó ôóíêöèè ïëîòíîñòè âûáîðêè, òî åñòü fn(x

(n) | θ), è
îïðåäåëèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ òîé æå ôîðìóëîé (1).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð íà ïîñòðîåíèå òàêîé îöåíêè â ñëó÷àå âûáîðà èç
íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ∼
N (µ, σ2), òàê ÷òî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âûáîðêè

fn(x
(n) | θ) =

1

(2π)n/2σn
exp

{
− 1

2σ2

∑n

1
(xk − µ)2

}
,

ãäå θ = (µ, σ) � äâóìåðíûé ïàðàìåòð, çíà÷åíèå êîòîðîãî íàì íåèçâåñòíî.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1) íåîáõîäèìî îòûñêàòü òî÷êó äîñòèæåíèÿ
ìàêñèìóìà ôóíêöèè fn(X

(n) |µ, θ) ïî ïåðåìåííûì µ ∈ R è σ ∈ R+. Åñòå-
ñòâåííî, ëîãàðèôì ýòîé ôóíêöèè èìååò òå æå òî÷êè ýêñòðåìóìà, ÷òî è
ñàìà ôóíêöèÿ, íî ëîãàðèôìèðîâàíèå óïðîùàåò âûêëàäêè, ïîýòîìó èùåì
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ìàêñèìóì ôóíêöèè

L(θ |X(n)) = ln fn(X
(n) | θ) = −n

2
ln 2π − n ln σ − 1

2σ2

∑n

1
(Xk − µ)2.

Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå òî÷êè ýêñòðåìóìà:
∂L
∂µ

=
1

2σ2

∑n

1
(Xk − µ) = 0,

∂L
∂σ

= −n

σ
+

1

σ3

∑n

1
(Xk − µ)2 = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó íàõîäèì îöåíêó ïàðàìåòðà µ : µ̂n = X. Ïîä-
ñòàâëÿÿ X âìåñòî µ âî âòîðîå óðàâíåíèå, íàõîäèì îöåíêó σ : σ̂n = S
(âûáîðî÷íîå ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå). Î÷åâèäíî, (X, S) � òî÷êà ìàêñèìó-
ìà. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèâîäèò ê òåì
æå îöåíêàì X è S2 ïàðàìåòðîâ µ è σ2, ÷òî è ìåòîä ìîìåíòîâ.

Òåïåðü äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ è ðàññìîòðèì åùå
íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äà-
åò îöåíêè, îòëè÷íûå îò ìåòîäà ìîìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ

L(θ |X(n)) =
n∏

i=1

f(Xi | θ)

íà ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Θ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ,
à çíà÷åíèå åå ðåàëèçàöèè L(θ0 | x(n)) ïðè ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèÿ X(n) = x(n)

è ôèêñèðîâàííîì θ = θ0 � ïðàâäîïîäîáèåì çíà÷åíèÿ θ0 ïðè ðåçóëüòàòå
x(n). Ëþáàÿ òî÷êà θ̂n = θ̂n(X

(n)) (ñòàòèñòèêà) ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Θ, äîñòàâëÿþùàÿ àáñîëþòíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, íà-
çûâàåòñÿ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå
ôóíêöèé îò θ, òî ïðè îòûñêàíèè åå ìàêñèìóìà ìåòîäàìè äèôôåðåíöèàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ óäîáíåå èìåòü äåëî ñ ëîãàðèôìîì ýòîé ôóíêöèè. Åñòå-
ñòâåííî, òî÷êè ýêñòðåìóìà ó ôóíêöèè ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

L(θ |X(n)) =
n∑

i=1

ln f(Xi | θ)
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òå æå, ÷òî è ó ôóíêöèè L, íî åñëè ôóíêöèÿ L(· | x(n)) èìååò íåïðåðûâíûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîìïîíåíòàì θ1, . . . , θk ïàðàìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà
θ, òî ïðîùå äèôôåðåíöèðîâàòü L ÷åì L. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé

∂L(θ |X(n))

∂θi
= 0, i = 1, . . . , k (2)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ïðàâäîïîäîáèÿ. Ýòî åùå îäíà ðàçíîâèäíîñòü òàê
íàçûâàåìûõ îöåíî÷íûõ óðàâíåíèé, � â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû èìåëè
äåëî ñ óðàâíåíèÿìè ìåòîäà ìîìåíòîâ.

Ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2), äîñòàâëÿþùåå ìàêñèìóì ôóíê-
öèè L(· |X(n)), ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îöåíêà θ ïî ìåòîäó ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ìû íå áóäåì èçó÷àòü ñëó÷àè, êîãäà ñèñòåìà (2) èìååò
íåñêîëüêî ðåøåíèé ñ âîçìîæíî îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ïðàâ-
äîïîäîáèÿ â ýòèõ òî÷êàõ, òàê ÷òî òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå àïðèîðíûå
çíàíèÿ îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå âûáðàòü îäíî
èç ýòèõ ðåøåíèé. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ íèæå ïðèìåðàõ îöåíêà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ åäèíñòâåííà.

Ïðèì å ð 4. 1. Îöåíêà ïàðàìåòðà ïîëîæåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ U(0, θ). Ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [ 0; θ ] ðàñïðåäåëåíèå èìååò ôóíêöèþ
ïëîòíîñòè f(x | θ) = θ−1, åñëè 0 ≤ x ≤ θ, è f(x | θ) = 0 âíå ýòîãî îòðåçêà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ L(θ |X(n)) îòëè÷íà îò íóëÿ è ðàâíà θ−n òîëüêî â
îáëàñòè θ ≥ X(n) = max1≤k≤n Xk. Åå ìàêñèìóì ïî θ äîñòèãàåòñÿ â ãðàíè÷-
íîé òî÷êå θ = X(n), òàê ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå X(n) âûáîðêè X(n) åñòü
îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îöåíêà θ ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ðàâíà 2X. Ýòà îöåí-
êà íà ïîðÿäîê õóæå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ
êâàäðàòè÷íîãî ðèñêà R(θ; θ̂n) = E θ

(
θ̂n(X

(n))− θ
)2

. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî R(θ; 2X) =
O(n−1), â òî âðåìÿ êàê R(θ; X(n)) = O(n−2). Äàííûé ïðèìåð èíòåðåñåí
òåì, ÷òî çäåñü ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ íå èìååò ãëàäêîãî ìàêñèìóìà, è
èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, êàê áóäåò âèäíî â äàëüíåéøåì, îáåñïå÷èâàåò
òàêîå ðàçëè÷íîå ïîâåäåíèå ðèñêà ðàññìàòðèâàåìûõ îöåíîê.

Ïðèì å ð 4. 2. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ G(a, λ). Ó ýòî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

f(x | θ) =
1

aλΓ(λ)
xλ−1 exp

{
−x

a

}
, x > 0, θ = (a, λ),
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îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, è ëîãàðèôìè÷åñêîå
ïðàâäîïîäîáèå

L(a, λ |X(n)) = −nλ ln a− n ln Γ(λ) + (λ− 1)
n∑
1

ln Xk − 1

a

n∑
1

Xk.

Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ:

∂L
∂a

= −nλ

a
+

1

a2

n∑
1

Xk = 0,

∂L
∂λ

= −n ln a− nψ(λ) +
n∑
1

ln Xk = 0,

ãäå ψ(λ) = d ln Γ(λ)/dλ � òàê íàçûâàåìàÿ ïñè-ôóêöèÿ Ýéëåðà. Èñêëþ÷àÿ
èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïàðàìåòð a è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò âî
âòîðîå, ïîëó÷àåì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå

ln λ− ψ(λ) = ln X − 1

n

n∑
1

ln Xk,

êîòîðîå â ñèëó ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè ln λ − ψ(λ) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò îêà-
çàòüñÿ ïîëåçíîé àñèìïòîòè÷åñêàÿ (λ →∞) ôîðìóëà

ln λ− ψ(λ) =
1

2λ
+

1

12λ2 + O

(
1

λ4

)
.

Ïðèì å ð 4. 3. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñðåäíåãî ïðè
íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè îòêëèêà. Äàííàÿ çàäà÷à âåñüìà ÷àñòî âîçíèêà-
åò ïðè êàëèáðîâêå øêàëû ïðèáîðà. Äâå ïåðåìåííûå x è y ñâÿçàíû ëèíåé-
íûì ñîîòíîøåíèåì y = a + bx, è äëÿ ãðàäóèðîâêè çíà÷åíèé y íà øêàëå
ïðèáîðà íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b ýòîé çàâèñèìîñòè.
Îäíàêî, äëÿ êàæäîãî ñòàíäàðòíîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ x ïðèáîð çà-
ìåðÿåò çíà÷åíèå y ñ îøèáêîé, òàê ÷òî çàìåðû ïðîèñõîäÿò â ðàìêàõ âåðî-
ÿòíîñòíîé ìîäåëè Y = a + bx + ξ, ãäå îøèáêà èçìåðåíèÿ (ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà) ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è íåêîòîðîé
äèñïåðñèåé σ2, çíà÷åíèå êîòîðîé, êàê ïðàâèëî, òàêæå íå èçâåñòíî. Ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà Y îáû÷íî íàçûâàåòñÿ îòêëèêîì íà çíà÷åíèå ðåãðåññîðà x; åå
ðàñïðåäåëåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì x î÷åâèäíî íîðìàëüíî (a + bx, σ2).
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Äëÿ îöåíêè a è b ïðîèçâîäèòñÿ n èçìåðåíèé îòêëèêà y1, . . . , yn ïðè
íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ x1, . . . , xn ðåãðåññîðà x, îïòèìàëü-
íûé âûáîð êîòîðûõ, îáåñïå÷èâàþùèé íàèáîëüøóþ òî÷íîñòü è íàäåæíîñòü
êàëèáðîâêè, ñîñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó îñîáîé îáëàñòè ìàòåìà-
òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � ïëàíèðîâàíèå ðåãðåññèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ x1, . . . , xn àïðèîðè ôèêñèðîâàíû. Â òà-
êîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ y1, . . . , yn ïðåäñòàâëÿþò ðåàëèçàöèè n íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y1, . . . , Yn, è Yk ∼ N (a + bxk, σ2), k = 1, . . . , n. Ñîâ-
ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè Y1, . . . , Yn ðàâíà

fn(y
(n)) | a, b, σ) =

1

(2π)n/2σn
exp

{
− 1

2σ2

∑n

1
(yk − a− bxk)

2)

}
,

òàê ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ îöåí-
êè ïàðàìåòðîâ a, b è σ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

L(a, b, σ |Y (n)) = −n

2
ln 2π − n ln σ − 1

2σ2

n∑
1

(Yk − a− bxk)
2.

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííûì a, b è σ, ïîëó÷àåì
óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

n∑
1

(Yk − a− bxk) = 0,

n∑
1

xk(Yk − a− bxk) = 0,

nσ2 −
n∑
1

(Yk − a− bxk)
2 = 0.

Êîíå÷íî, ýòî î÷åíü ïðîñòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé íå ìîæåò
âûçûâàòü êàêèõ-ëèáî çàòðóäíåíèé, è ìû ñðàçó ïèøåì îöåíêè ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

ân = Y − mx Y

s2
x

x, b̂n =
mx Y

s2
x

, σ̂2 =
1

n

n∑
1

(
Yk − ân − b̂nxk

)2
,

ãäå

x =
1

n

n∑
1

xk, Y =
1

n

n∑
1

Yk, sx =
1

n

n∑
1

(xk − x)2, SY =
1

n

n∑
1

(Yk − Y )2,
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mxY =
1

n

n∑
1

(xk − x)(Yk − Y ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îöåíêè ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðà-
ìåòðîâ a è b ñîâïàäàþò ñ èõ îöåíêàìè ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Â ýòîì ìåòîäå �âûðàâíèâàíèÿ� ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îöåíêè èùóòñÿ
èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ íåâÿçîê:

∑n

1
(Yk − a − bxk)

2,

ïðè÷åì ïîä íåâÿçêîé ïîíèìàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó îòêëèêîì Y è åãî �òåî-
ðåòè÷åñêèì� ñðåäíèì çíà÷åíèåì a + bx.

Ïðèì å ð 4. 4. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ: çàäà÷è ðåãðåññèè è ïðîãíîçà. Îöåíêà ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ïÿòè ïàðàìåòðîâ µ1, µ2, σ2

1, σ2
2, ρ äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

f(x, y | θ) =
1

2πσ1σ2
√

1− ρ2
·

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
(x− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

)}

íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîé òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Ýòè îöåíêè ñîâïàäàþò ñ
îöåíêàìè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ è, òàêèì îáðàçîì, ðàâíû âûáîðî÷íûì àíà-
ëîãàì òåõ õàðàêòåðèñòèê äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò óêàçàííûì ïÿòè ïàðàìåòðàì:

µ̂1,n = X, µ̂2,n = Y , σ̂2
1,n = S2

X , σ̂2
2,n = S2

Y , ρ̂n = r.

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ X è Y , âûáîðî÷íûõ äèñ-
ïåðñèé S2

1 è S2
2 , à òàêæå âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè r ïðèâå-

äåíû â �2.
Ïîëó÷åííûå îöåíêè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåé-

íîãî ïðîãíîçà Y = a+ bX çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ïî ðåçóëüòàòàì
íàáëþäåíèé X. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûé ïðîãíîç
îáëàäàåò ñâîéñòâîì îïòèìàëüíîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàëîñòè ñðåäíåé êâàä-
ðàòè÷íîé îøèáêè è ñîâïàäàåò ñ êðèâîé ñðåäíåé êâàäðàòè÷íîé ðåãðåññèè
(ñì. ïðåäëîæåíèå 10.3 êóðñà ÒÂ)

y = µ2 + ρ
σ2

σ1
(x− µ1).
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Îäíàêî ôîðìàëüíàÿ ïîäãîíêà ïðîãíîñòè÷åñêîé êðèâîé ñ ïîìîùüþ ïðÿ-
ìîé ëèíèè èñïîëüçóåòñÿ è âíå ðàìîê íîðìàëüíîé ìîäåëè, è â ýòîì ñëó÷àå
îöåíêè

ân = Y − r
S2

S1
X, b̂n = r

S2

S1

ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: ìèíèìèçèðóåò-
ñÿ, êàê è â ïðèìåðå 4.3, ñóììà êâàäðàòîâ íåâÿçîê

n∑
1

(Yk − a− bXk)
2.

Õîòÿ îöåíêè â îáîèõ ïðèìåðàõ èìåþò îäèíàêîâûé âèä, íî ðåøàåìûå â
íèõ ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîáëåìû âåñüìà ðàçëè÷íû: â ïðèìåðå 4.3 îöåíèâàëèñü
ïàðàìåòðû íåêîòîðîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñ îøèáêàìè â íàáëþ-
äåíèÿõ îòêëèêà, â òî âðåìÿ êàê â ïðèìåðå 4.4 ðåøàåòñÿ çàäà÷à âûÿâëåíèÿ
êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè è èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ñâÿçè äëÿ ïðîãíîçà.

Ëåêöèÿ 7

Èññëåäóåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê ïî ìåòîäó ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Íà÷íåì ñ âûÿñíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñîñòîÿòåëüíîñòè ýòèõ îöåíîê.
Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü îáû÷íî íàçûâàþòñÿ óñëîâè-
ÿìè ðåãóëÿðíîñòè, è â äàííîì ñëó÷àå îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

(R1) Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Θ åñòü îòêðûòûé èíòåðâàë íà ïðÿìîé
R.

(R2) Íîñèòåëü X ðàñïðåäåëåíèÿ P θ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X

íå çàâèñèò îò θ, òî åñòü âñå ìíîæåñòâà X = {x : f(x | θ) > 0} ìîæíî
ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè, êàêîâî áû íè áûëî θ ∈ Θ.

(R3) Ðàñïðåäåëåíèÿ P θ ðàçëè÷íû ïðè ðàçíûõ θ, òî åñòü ïðè ëþáûõ θ1 6=
θ2, θ1, θ2 ∈ Θ, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî µ{x : x ∈ X, f(x | θ1) =
f(x | θ2)} = 0, ãäå µ � ìåðà, ïî êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ïëîòíîñòü f(x | θ)
ðàñïðåäåëåíèÿ P θ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ,
êàê è îöåíîê ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ, îïèðàåòñÿ íà çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, íî
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ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íî ïðîñòîå, íî èãðàþùåå áîëü-
øóþ ðîëü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íåðàâåíñòâî.

Ëåììà 4.1. (íåðàâåíñòâî Éåíñåíà) Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ
êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Åñëè ôóíêöèÿ g(·) äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìà è âûïóêëà (g′′ > 0) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì
íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ X, è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E g(X) ñóùåñòâó-
åò, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî E g(X) ≥ g(EX), ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà
äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå X ñîñðåäîòî÷åíî â
îäíîé òî÷êå (X = const.).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Òàê êàê ôóíêöèÿ g äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òî
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè µ =
EX :

g(X) = g(µ) + (X − µ)g′(µ) + (X − µ)2g′′(µ + λ(X − µ))/2, 0 < λ < 1.

Âû÷èñëÿÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, ïî-
ëó÷àåì

E g(X) = g(EX) + E(X − µ)2g′′(µ + λ(X − µ))/2 ≥ g(EX).

Çíàê ðàâåíñòâà âîçìîæåí òîëüêî â ñëó÷àå E(X−µ)2g′′(µ+λ(X−µ)) = 0.
Íî ïîñêîëüêó g′′ > 0, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ íåîáõîäèìîñòüþ âëå÷åò
(X − µ)2 = 0, òî åñòü X = const.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4.1 (ñîñòîÿòåëüíîñòü). Åñëè ôóíêöèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ

L(θ |X(n)) =
n∑

k=1

ln f(Xk | θ) (3)

èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì, òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè
(R1)�(R3) òî÷êà θ̂n äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà ýòîé ôóíêöèè (îöåíêà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî θ0 ∈ Θ

è ëþáîãî ε > 0 âåðîÿòíîñòü Pθ0

(
| θ̂n − θ0 | < ε

)
→ 1.

Åñëè θ0 � èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ, òî â ñèëó óñëîâèÿ (R1) θ0

� âíóòðåííÿÿ òî÷êà Θ. Òîãäà ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à ñîñòîèò â
äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: â íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòè (θ0−
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ε; θ0 + ε) ôóíêöèÿ L( · |X(n)) îáëàäàåò ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì ñ âåðîÿò-
íîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå ïðè n →∞.

Íî åñëè ïðîèñõîäèò ñîáûòèå

An =
{
L(θ0 |X(n)) > L(θ0 ± ε |X(n))

}
,

òî âíóòðè ýòîé îêðåñòíîñòè èìååòñÿ òî÷êà ìàêñèìóìà, è íàì îñòàåòñÿ òîëü-
êî ïîêàçàòü, ÷òî P θ0

(An) → 1, èáî P θ0

(
| θ̂n − θ0 | < ε

)
≥ P θ0

(An).

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (R2) è âèä ôóíêöèè L (ñì. (3)), ïðåäñòàâèì íåðàâåí-
ñòâî, îïðåäåëÿþùåå ñîáûòèå An, â âèäå

1

n

n∑

k=1

ln
f(Xk | θ0 ± ε)

f(Xk | θ0)
< 0.

Â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë Õèí÷èíà ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà
ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê

E θ0
ln

f(Xk | θ0 ± ε)

f(Xk | θ0)
, (4)

è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ (êñòàòè, äîêàæèòå ñàìè, ÷òî ïðè
ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèé òåîðåìû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (4) âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë Õèí÷èíà íå ïðèìåíèì).

Òàê êàê g(x) = − ln x � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Éåí-
ñåíà

E θ0
ln

f(X | θ0 ± ε)

f(X | θ0)
≤ lnE θ0

f(X | θ0 ± ε)

f(X | θ0)
=

ln

∫

X

f(x | θ0 ± ε)

f(x | θ0)
· f(x | θ0)dµ(x) = ln 1 = 0,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîãî ÷ëåíà â ýòîé öåïî÷êå íåðàâåíñòâ âîçìîæíî
ëèøü â ñëó÷àå

f(X | θ0 ± ε)

f(X | θ0)
= const.,

òî åñòü, ïîñêîëüêó èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ðàâåí 1, ëèøü â ñëó÷àå f(X | θ0±
ε) = f(X | θ0), ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó óñëîâèÿ (R3). Òàêèì îáðàçîì, ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (4) ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ, è ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äîêàçàíà.
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Èçó÷èì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ
ðåãóëÿðíîñòè.

(R4) Äëÿ êàæäîé òî÷êè θ0 ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ ñóùåñòâóåò
íåêîòîðàÿ åå îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè f(x |θ) òðè-
æäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïàðàìåòðó θ è

∣∣∣∣
∂f(x | θ)

∂θ

∣∣∣∣ ≤ H1(x), (5)

∣∣∣∣
∂2f(x | θ)

∂θ2

∣∣∣∣ ≤ H2(x), (6)

∣∣∣∣
∂3 ln f(x | θ)

∂θ3

∣∣∣∣ ≤ H3(x),

ïðè÷åì ôóíêöèè H1 È H2 èíòåãðèðóåìû ïî ìåðå µ íà íîñèòåëå X

ðàñïðåäåëåíèÿ X è EθH3(X) < ∞ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé
òî÷êè θ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ.

(R5) Ôóíêöèÿ

I(θ) = E θ

(
∂ ln f(X | θ)

∂θ

)2

=

∫

X

(
∂ ln f(x | θ)

∂θ

)2

f(x | θ) dµ(x) > 0,

êàêîâî áû íè áûëî θ ∈ Θ.

Åñòåñòâåííî, ñòîëü ãðîìîçäêèå è, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñòðàííûå óñëîâèÿ
òðåáóþò íåêîòîðîãî êîììåíòàðèÿ.

Óñëîâèå (R4) îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ïëîò-
íîñòè ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìû íà X, è ïîýòîìó ìîæíî âûíîñèòü ïðîèç-
âîäíóþ ïî θ çà çíàê èíòåãðàëà.

Óñëîâèå (R5) òðåáóåò ïîëîæèòåëüíîñòè î÷åíü âàæíîé, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñî-
ñòîÿòåëüíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà, õàðàêòåðèñòèêè âåðîÿòíîñòíîé ìî-
äåëè: I(θ) íàçûâàåòñÿ èíôîðìàöèåé ïî Ôèøåðó â òî÷êå θ, ñîäåðæàùåéñÿ
â íàáëþäåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Åñëè I(θ) = 0, òî âîçíèêàþò íåïðå-
îäîëèìûå òðóäíîñòè ñ ïðèíÿòèåì êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ýòîé ïàðàìåòðè÷åñêîé òî÷êå θ. Ïîíÿòíî, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî
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îïðåäåëèòü è èíôîðìàöèþ ïî Ôèøåðó, ñîäåðæàùóþñÿ â ñëó÷àéíîé âûáîð-
êå X(n) :

In(θ) = E θ

(
∂ ln fn(X

(n) | θ)
∂θ

)2

.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, êàñàþùèõñÿ ñâîéñòâ èíôîðìàöèè ïî
Ôèøåðó.

Ëåììà 4.2. 10. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (R4) â ÷àñòè (6) äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ èíôîðìàöèè ïî Ôèøåðó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

I(θ) = −Eθ
∂2 ln f(X | θ)

∂θ2 .

20. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (R4) â ÷àñòè (5) èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè In(θ) = nI(θ) � èíôîðìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿñÿ
â âûáîðêå, ðàâíà ñóììå èíôîðìàöèé, ñîäåðæàùèõñÿ â íàáëþäåíèè êàæäîé
åå êîìïîíåíòû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. 10. Óñëîâèå (R4) â ÷àñòè (6) îáåñïå÷èâàåò âîç-
ìîæíîñòü ñìåíû ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè
ïëîòíîñòè, ïîýòîìó

E θ
∂2 ln f(X | θ)

∂θ2 = E θ

(
f ′′θθ(X | θ)
f(X | θ) −

(
f ′θ(X | θ)
f(X | θ)

)2
)

=

∫

X

f ′′θθ(x | θ)
f(x | θ) · f(x | θ)dµ(x)− I(θ) =

d2

dθ2

∫

X

f(x | θ)dµ(x)− I(θ) = −I(θ).

20. Èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìîñòü è îäèíàêîâóþ ðàñïðåäåëåííîñòü êîìïîíåíò
ñëó÷àéíîé âûáîðêè, ïîëó÷àåì, ÷òî

In(θ) = Eθ


∂

∑n

1
ln f(Xk | θ)
∂θ




2

=

E θ




n∑

k=1

(
∂ ln f(Xk | θ)

∂θ

)2

−
∑

i6=j

∂ ln f(Xi | θ)
∂θ

· ∂ ln f(Xj | θ)
∂θ


 =

n∑

k=1

E θ

(
∂ ln f(Xk | θ)

∂θ

)2

−
∑

i6=j

E θ
∂ ln f(Xi | θ)

∂θ
· E θ

∂ ln f(Xj | θ)
∂θ

= nI(θ),
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ïîñêîëüêó, â ñèëó íåðàâåíñòâà (5) â óñëîâèè (R4), ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå

E θ
∂ ln f(X | θ)

∂θ
=

∫

X

f ′θ(x | θ)
f(x | θ) · f(x | θ) dµ(x) =

d

dθ

∫

X

f(x | θ) dµ(x) = 0.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê âûâîäó àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà θ.

Òåîðåìà 4.2 (àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü). Ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèé (R1)�(R5) è íàëè÷èè åäèíñòâåííîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ó ôóíêöèè
ïðàâäîïîäîáèÿ êîðåíü θ̂n = θ̂n(X

(n)) óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

∂L(θ |X(n))/∂θ = 0

àñèìïòîòè÷åñêè (n → ∞) íîðìàëåí ñî ñðåäíèì θ è äèñïåðñèåé (nI(θ))−1,

òî åñòü
lim
n→∞

P θ

(
(θ̂n − θ)

√
nI(θ) < x

)
= Φ(x).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Åñëè θ̂n � îöåíêà ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ (êîðåíü óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ), òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî
∂L(θ̂n |X(n))/∂θ = 0. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (R4), ðàçëîæèì åãî ëåâóþ ÷àñòü
ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè èñòèííîãî çíà÷åíèÿ θ0 ïàðàìåòðà θ :

∂L(θ̂n |X(n))/∂θ = L′(θ0 |X(n))+

(θ̂n − θ0)L′′(θ0 |X(n)) + (θ̂n − θ0)
2L′′′(θ1 |X(n))/2 = 0,

ãäå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ L âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïàðàìåòðó
θ, à θ1 = θ0 + λ(θ̂n − θ0), 0 < λ < 1.

Ðàçðåøèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû √
n(θ̂n − θ0),

êîòîðàÿ, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, äîëæíà èìåòü â ïðåäåëå ïðè n →
∞ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì 0 è äèñïåðñèåé [ I(θ0) ]−1 :

√
n(θ̂n − θ0) =

L′(θ0 |X(n))/
√

n

−L′′(θ0 |X(n))/n− (θ̂n − θ0)L′′′(θ1 |X(n))/2n
. (7)

×èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

1√
n
L′(θ0 |X(n)) =

1√
n

n∑
1

∂ ln f(Xk | θ)
∂θ
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åñòü íîðìèðîâàííàÿ íà√n ñóììà íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è äèñïåðñèÿìè I(θ0) > 0 (ñì.
äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 20 ëåììû 4.2). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìû ÷èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè (7) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëåí
ñ ýòèìè ïàðàìåòðàìè, è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî çíàìåíàòåëü (7) ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ïîñòîÿííîé
I(θ0), è ñîñëàòüñÿ íà ïóíêò (2) ïðåäëîæåíèÿ 11.1 (òåîðåìà òèïà Ñëóöêîãî)
êóðñà ÒÂ.

Â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è óòâåðæäåíèÿ 10 ëåììû 4.2 ïåðâîå ñëà-
ãàåìîå â çíàìåíàòåëå (7)

−1

n
L′′(θ0 |X(n)) = −1

n

n∑
1

∂2 ln f(Xk | θ0)

∂θ2 →
P
−E θ0

∂2 ln f(X | θ0)

∂θ2 = I(θ0),

òàê ÷òî îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî è âòîðîå ñëàãàåìîå ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè
ê íóëþ.

Òàê êàê ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (R1)�(R3) îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ñîñòîÿòåëüíà, òî θ̂n − θ0→

P
0. Ìíîæèòåëü ïðè ýòîé ðàçíîñòè

1

n
L′′′(θ1 |X(n)) =

1

n

n∑
1

∂3 ln f(Xk | θ1)

∂θ3

â ñèëó óñëîâèÿ (R4), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå
ïðåâîñõîäèò (1/n)

∑n

1
H3(Xk) (ýòî òî n, ïðè êîòîðîì θ1 ïîïàäàåò â îêðåñò-

íîñòü òî÷êè θ0 ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ 1 − ε). Ïðèìåíÿÿ
ê ýòîé ñóììå çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, ïîëó÷àåì, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿò-
íîñòè ê

E θ0
H3(X) < ∞,

è ïîýòîìó óêàçàííûé âûøå ñîìíîæèòåëü îãðàíè÷åí ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-
íèöà, à âñå âòîðîå ñëàãàåìîå â çíàìåíàòåëå ïðàâîé ÷àñòè (7) ñõîäèòñÿ ïî
âåðîÿòíîñòè ê íóëþ.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà, êàê áóäåò âèäíî èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ñëåäó-
þùåãî ïàðàãðàôà, óñòàíàâëèâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ îïòèìàëüíîñòü îöåíîê
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàäðàòè÷íîãî ðèñêà.
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�5. Ýôôåêòèâíîñòü îöåíîê

Ëåêöèÿ 8

Îáñóæäàÿ â íà÷àëå íàøåãî êóðñà îáùóþ ïðîáëåìó ñòàòèñòè÷åñêîãî âû-
âîäà, ìû ãîâîðèëè î ãëàâíîé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � ïîñòðî-
åíèè ðåøàþùèõ ïðàâèë δn = δn(X

(n)), ìèíèìèçèðóþùèõ ðàâíîìåðíî ïî
âñåì θ ∈ Θ ôóíêöèþ ðèñêà R(θ; δn). Ê ñîæàëåíèþ, áåç äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé íà êëàññ ðåøàþùèõ ôóíêöèé ýòà çàäà÷à íå ðàçðåøèìà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîáëåìó îöåíêè ïàðàìåòðà θ, â êîòîðîé ïðîñòðàí-
ñòâî ðåøåíèé D ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Θ, à ðåøà-
þùàÿ ôóíêöèÿ δn = θ̂n � îöåíêà θ. Âîçüìåì â êà÷åñòâå îöåíêè íåêîòîðóþ
ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó θ0 ∈ Θ, òî åñòü ïðè ëþáîì ðåçóëüòàòå x(n) ñòàòèñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà áóäåì ïðèíèìàòü îäíî è òî æå ðåøåíèå d = θ0. Åñëè
ôóíêöèÿ ïîòåðü îáëàäàåò òåì åñòåñòâåííûì ñâîéñòâîì, ÷òî L(θ, θ) = 0, êà-
êîâî áû íè áûëî çíà÷åíèå θ ∈ Θ, òî ðèñê òàêîé îöåíêè R(θ; θ0) = L(θ, θ0)
ïðè θ = θ0 ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì ïîñòðîèòü îöåíêó ñ
ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì ðèñêîì â êëàññå âñåâîçìîæíûõ îöåíîê θ, òî ìû
äîëæíû íàéòè îöåíêó θ∗n ñ ôóíêöèåé ðèñêà R(θ, θ∗n) ≡ 0, è ïîíÿòíî, ÷òî
òàêîé îöåíêè íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó ìû áóäåì âñåãäà ïðè ïîèñêå îïòè-
ìàëüíûõ ðåøåíèé óêàçûâàòü êëàññ îöåíîê, â êîòîðûõ èùåòñÿ îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Îöåíêà θ∗n = θ∗n(X
(n)) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé èëè

îöåíêîé ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì ðèñêîì â êëàññå K îöåíîê ïàðàìåòðà
θ, åñëè äëÿ ëþáîé îöåíêè θ̂n ∈ K è êàæäîãî θ ∈ Θ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
R(θ; θ∗n) ≤ R(θ; θ̂n).

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ îöåíîê ñêàëÿðíîãî
ïàðàìåòðà θ ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü â êëàññå íåñìåùåííûõ îöå-
íîê: E θθ̂n(X

(n)) = θ ïðè ëþáîì θ ∈ Θ ⊆ R, íî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèÿõ íà âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü è ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî ðàñïðå-
äåëåíèé îöåíêè. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ àíàëîãè÷íû òåì óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè,
êîòîðûå ìû íàêëàäûâàëè íà âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü ïðè èçó÷åíèè àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ñâîéñòâ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî
êâàäðàòè÷íûé ðèñê ëþáîé íåñìåùåííîé îöåíêè, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòèì
óñëîâèÿì, íå ìîæåò áûòü ìåíüøå [nI(θ)]−1 � àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè
îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì. òåîðåìà 4.2). Ñëåäîâàòåëüíî,
ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äîñòàâëÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå
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ïðîáëåìû îïòèìàëüíîé îöåíêè. Áîëåå òîãî, ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàëè÷èè
äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæåò ïðèâå-
ñòè è ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ïðîáëåìû ðàâíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè
ðèñêà.

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ áóäåò
íàõîäèòüñÿ íèæíÿÿ (äîñòèæèìàÿ!) ãðàíèöà êâàäðàòè÷íîãî ðèñêà îöåíêè.

(B1) Íîñèòåëü X ðàñïðåäåëåíèÿ P θ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íå
çàâèñèò îò θ ∈ Θ (óñëîâèå, ñîâïàäàþùåå ñ (R2) â �4).

(B2) Èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó I(θ) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà ïðè ëþáîì θ ∈ Θ
(óñëîâèå, ñîâïàäàþùåå ñ (R5) â �4).

(B3) Ðàâåíñòâî ∫

X
n
fn(x

(n) | θ) dµn(x
(n)) = 1

ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî θ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, òî åñòü
∫

X
n
f ′n(x

(n) | θ) dµn(x
(n)) = 0.

Ïî àíàëîãèè ñ (R4) â ÷àñòè (5) äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ñó-
ùåñòâîâàíèå òàêîé èíòåãðèðóåìîé ïî ìåðå µ ôóíêöèè H(x), ÷òî â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè θ ∈ Θ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
| ∂f(x | θ)/∂θ | ≤ H(x), x ∈ X .

(B4) Îöåíêà θ̂n = θ̂n(X
(n)) äîëæíà ïðèíàäëåæàòü êëàññó îöåíîê K′, ñðåäíåå

çíà÷åíèå êîòîðûõ

E θ θ̂n(X
(n)) =

∫

X
n
θ̂n(x

(n))fn(x
(n) | θ) dµn(x

(n))

ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî θ ∈ Θ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Êîíå÷íî, óñëîâèå (B4) òðåáóåò êîììåíòàðèÿ. Â �âûñîêîé� òåîðèè ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî âûâîäà ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ñåìåéñòâî ðàñïðå-
äåëåíèé {Pθ, θ ∈ Θ} íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, êîòîðûå îáåñ-
ïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (B4), íî ôîðìóëèðîâêà ýòèõ óñëîâèé è, â
îñîáåííîñòè, äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îíè âëåêóò (B4), íàñòîëüêî òåõíè÷å-
ñêè è êîíöåïòóàëüíî ñëîæíû, ÷òî ìîãóò ñîñòàâèòü ïðåäìåò ñïåöèàëüíîãî
êóðñà. Îäíàêî âñå èçó÷àåìûå íàìè â êóðñå ÒÂ âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè, çà
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èñêëþ÷åíèåì ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì,
è ïîýòîìó ëþáàÿ îöåíêà èõ ïàðàìåòðîâ ïðèíàäëåæèò êëàññó K′.

Ïðåæäå, ÷åì ïîëó÷èòü îñíîâíîé �òåõíè÷åñêèé� ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðà-
ôà, âñïîìíèì îäíî çàìå÷àòåëüíîå íåðàâåíñòâî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà. Ýòî � íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, êîòîðîå â ñëó÷àå èíòå-
ãðàëîâ Ëåáåãà ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Øâàðöà.
Ïóñòü Y � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì P è g, h � äâå èíòåãðèðó-
åìûå ñ êâàäðàòîì ïî ìåðå P ôóíêöèè íà îáëàñòè Y çíà÷åíèé Y. Äëÿ ýòèõ
ôóíêöèé èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (E g(Y )h(Y ))2 ≤ E g2(Y ) · Eh2(Y ) èëè,
÷òî òî æå,

( ∫

Y
g(y)h(y) dP (y)

)2

≤
∫

Y
g2(y)dP (y) ·

∫

Y
h2(y)dP (y),

ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè
g è h ëèíåéíî çàâèñèìû: ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå a è b, ÷òî ag(y) +
bh(y) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ Y ïî ìåðå P.

Òåîðåìà 5.1. (íåðàâåíñòâî Ðàî�Êðàìåðà) Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
(B1)�(B4) äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ðèñêà ëþáîé îöåíêè θ̂n ∈ K′ ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

E θ

(
θ̂n(X

(n))− θ
)2
≥ D θ θ̂n(X

(n)) ≥ [ dγ(θ)/dθ ]2

nI(θ)
, (1)

ãäå γ(θ) = E θ θ̂n(X
(n)), ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà ìåæäó ðèñêîì è äèñïåðñèåé

îöåíêè θ̂n äîñòèãàåòñÿ íà íåñìåùåííûõ îöåíêàõ: γ(θ) = θ, à çíàê ðàâåí-
ñòâà âî âòîðîì íåðàâåíñòâå (1) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ C(θ), θ ∈ Θ, ÷òî

θ̂n(X
(n))− γ(θ) = C(θ)

∂L(θ |X(n))

∂θ
(2)

ïî÷òè íàâåðíîå ïî ìåðå Pθ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâ
∫

X
n
fn(x

(n) | θ) dµn(x
(n)) = 1,

∫

X
n
θ̂n(x

(n))fn(x
(n) | θ) dµn(x

(n)) = γ(θ)
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ïî ïàðàìåòðó θ, çàíîñÿ ïðîèçâîäíûå â ëåâûõ ÷àñòÿõ ïîä çíàêè èíòåãðàëîâ,
÷òî ìîæíî ñäåëàòü áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì (B3) è (B4). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò,
èñïîëüçóÿ óñëîâèå (B1), ïðåäñòàâèì â âèäå

∫

X
n

∂L(θ |x(n))

∂θ
fn(x

(n) | θ) dµn(x
(n)) = 0,

∫

X
n
θ̂n(x

(n))
∂L(θ |x(n))

∂θ
fn(x

(n) | θ) dµn(x
(n)) = γ′(θ).

Âû÷òåì èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïåðâîå, óìíîæèâ åãî ïðåäâàðèòåëüíî íà
γ(θ) :

∫

X
n

(
θ̂n(x

(n))− γ(θ)
) ∂L(θ |x(n))

∂θ
fn(x

(n) | θ) dµn(x
(n)) = γ′(θ).

Ïðèìåíèì ê ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íåðàâåíñòâî Øâàðöà, ïî-
ëàãàÿ y = x(n), Y = Xn, g(x(n)) = θ̂n(x

(n)) − γ(θ), h(x(n)) = ∂L(θ |x(n))/∂θ,

dP (y) = fn(x
(n) | θ)dµn(x

(n)). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

(γ′(θ))2 ≤
∫

X
n

(
θ̂n(x

(n))− γ(θ)
)2

fn(x
(n) | θ) dµn(x

(n))·
∫

X
n

(
∂L(θ |x(n))

∂θ

)2

fn(x
(n) | θ) dµn(x

(n)), (3)

â êîòîðîì çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (2).

Ìû ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâà (1), ïîñêîëüêó ïåðâîå èç íèõ î÷åâèäíî (íà
äèñïåðñèè äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì âñåâîçìîæíûõ ñðåäíèõ êâàäðàòè÷íûõ óê-
ëîíåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ïîñòîÿííîé). Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (1) åñòü
ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà (3), èáî ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (3) ðàâåí
D θ θ̂n, à âòîðîé èíòåãðàë îïðåäåëÿåò ôèøåðîâñêóþ èíôîðìàöèþ In(θ),
ñîäåðæàùóþñÿ â âûáîðêå. Íàêîíåö, èç ïóíêòà 20 ëåììû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî
In(θ) = nI(θ).

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè θ̂n ïðèíàäëåæèò ïîäêëàññó K ⊆ K′ íåñìåùåííûõ
îöåíîê êëàññà K′, òî åå êâàäðàòè÷íûé ðèñê

R(θ; θ̂n) = D θ θ̂n ≥ [n I(θ)]−1 , (4)

ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(2) ñ γ(θ) = θ.
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Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ñëåäñòâèå åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé äîêàçàííîé òåîðåìû.
Îíî óêàçûâàåò íåêîíñòðóêòèâíûé ïóòü ê ïîñòðîåíèþ íåñìåùåííûõ îöåíîê
ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì ðèñêîì. Äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) è çàòåì ïîäáèðàòü ñòàòèñòèêó θ̂n = θ̂n(X

(n))
è ïàðàìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ C(θ), äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

θ̂n(X
(n))− θ = C(θ)

∂L(θ |X(n))

∂θ
.

Îáû÷íî ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îáëàäà-
þùèõ äîñòàòî÷íûìè ñòàòèñòèêàìè, ãäå, â ñèëó òåîðåìû ôàêòîðèçàöèè (òå-
îðåìà 2.1 èç �2), ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L(θ |X(n)) = g θ(T (X(n)))h(X(n)),
è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò âèä

θ̂n(X
(n))− θ = C(θ)

∂ ln g θ(T (X(n)))

∂θ
. (5)

Íàïðèìåð, äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè
f(x | θ) = θ−1 exp{−x/θ}, x > 0, ôóíêöèÿ

ln g θ(X
(n)) = −n ln θ − θ−1

∑n

1
X,

åå ïðîèçâîäíàÿ

∂ ln g θ(T (X(n)))/∂θ = −n/θ +
∑n

1
X/θ2,

è ðàâåíñòâî (5) âûïîëíÿåòñÿ ïðè C(θ) = θ2/n è θ̂n = X. Òàêèì îáðàçîì,
âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X åñòü íåñìåùåííàÿ îöåíêà ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëü-
íûì ðèñêîì äëÿ ïàðàìåòðà θ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàïîìíèì,
÷òî X îöåíêà θ êàê ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ, òàê è ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè â (4) äîñòèãàåòñÿ çíàê ðàâåíñòâà, òî θ̂n � îï-
òèìàëüíàÿ îöåíêà â êëàññå K, íî îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò è íå
âûïîëíÿòüñÿ � ìû íå ðàñïîëàãàåì óòâåðæäåíèåì, ÷òî ëþáàÿ îïòèìàëüíàÿ
îöåíêà èìååò êâàäðàòè÷íûé ðèñê, ðàâíûé [n I(θ)]−1. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü
ýòî ðàçëè÷èå è óêàçàòü â äàëüíåéøåì áîëåå êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä ïîñòðî-
åíèÿ îïòèìàëüíûõ îöåíîê, ââåäåì åùå îäíî îïðåäåëåíèå, ðàññìîòðåâ áîëåå
îáùóþ çàäà÷ó íåñìåùåííîé îöåíêè íåêîòîðîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
γ(θ).
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Îïðåäåëåíèå 5.2. Íåñìåùåííàÿ îöåíêà γ̂n = γ̂n(X
(n)) ïàðàìåòðè÷å-

ñêîé ôóíêöèè γ(θ) íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé â êëàññå K ′, åñëè åå êâàäðà-
òè÷íûé ðèñê

R(γ; γ̂n) = E θ

(
γ̂n(X

(n))− γ(θ)
)2

= D θ γ̂n(X
(n)) = [ γ′(θ) ]2/n I(θ),

òî åñòü (ñì. òåîðåìó 5.1 ñ θ̂n = γ̂n) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

γ̂n(X
(n))− γ(θ) = C(θ)

∂L(θ |X(n))

∂θ
. (6)

Îöåíêà γ̂n íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíîé â êëàññå K ′, åñëè
E θ γ̂n(X

(n)) ∼ γ(θ) è D θ γ̂n(X
(n)) ∼ [ γ′(θ) ]2/n I(θ), êîãäà n →∞.

Â ñèëó òåîðåìû 4.2 îöåíêà ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñêà-
ëÿðíîãî ïàðàìåòðà θ (â äàííîì ñëó÷àå γ(θ) = θ) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
ýôôåêòèâíîé îöåíêîé â êëàññå K ′. Ïîêàæåì, ÷òî îíà äàåò ðåøåíèå ïðîáëå-
ìû ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêè â êëàññå K.

Ïóñòü θ̂n � îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ. Îïðåäå-
ëèì îöåíêó γ(θ̂n) ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè γ(θ) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè
âìåñòî θ åå îöåíêè θ̂n.

Òåîðåìà 5.2. Åñëè γ(θ̂n) åñòü íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè γ(θ) è ýôôåêòèâíàÿ â êëàññå K ′ îöåíêà γ∗n ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè γ(θ) ñóùåñòâóåò, òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè (R1)�(R5)
è (B3)�(B4) ïî÷òè íàâåðíîå γ∗n(X

(n)) = γ(θ̂n(X
(n))).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Åñëè γ∗n � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà γ(θ), òî îíà óäî-
âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (6):

γ∗n(X
(n))− γ(θ) = C(θ)∂L(θ |X(n))/∂θ, (7)

êàêîâî áû íè áûëî θ ∈ Θ. Íî åñëè θ̂n � îöåíêà ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ, òî ∂L(θ̂n |X(n))/∂θ = 0, òàê ÷òî ðàâåíñòâî (7) ïðè θ = θ̂n

ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî γ∗n(X
(n))− γ(θ̂n) = 0 ïî÷òè íàâåðíîå ïî âåðîÿò-

íîñòè P n
θ .

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå
X åñòü ýôôåêòèâíàÿ (ñëåäîâàòåëüíî, è îïòèìàëüíàÿ) íåñìåùåííàÿ îöåíêà
ïàðàìåòðà θ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé, êàê äâóõòî÷å÷íîå, áèíîìèàëüíîå ïðè
èçâåñòíîì m, Ïóàññîíà, ïîêàçàòåëüíîå; X åñòü òàêæå íåñìåùåííàÿ îöåíêà
ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì êâàäðàòè÷íûì ðèñêîì ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ µ

íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ.

215



�6. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

Ëåêöèÿ 9

Ìû ðàññìîòðåëè íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê äëÿ
ïàðàìåòðîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþò ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Áûë ïîëó÷åí ðÿä óòâåðæäåíèé î ðàñïðåäåëåíèè òà-
êèõ îöåíîê, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóäèòü î íàäåæíîñòè îöåíêè ïðè çàäàííîé òî÷-
íîñòè, òî åñòü âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé âèäà | θ̂n(X

(n))−θ | ≤ ∆ ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ. Ïîñêîëüêó èìåííî çíà÷å-
íèå θ íàì íåèçâåñòíî, òî òàêîãî ðîäà âû÷èñëåíèÿ çà÷àñòóþ ëèøåíû ïðàê-
òè÷åñêîãî ñìûñëà � ñëèøêîì âåëèê ðàçìàõ â íàäåæíîñòè îöåíêè θ̂n ïðè
ðàçëè÷íûõ θ, äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ìû ðàñïîëàãàåì íåêîòîðîé àïðèîðíîé
èíôîðìàöèåé î âîçìîæíîé îáëàñòè çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà. Ïîýòîìó â
ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèé ïûòàþòñÿ ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó: äëÿ ôèê-
ñèðîâàííîé íàäåæíîñòè, ñêàæåì, 1 − α, ãäå α ìàëî, óêàçàòü íåêîòîðóþ
îáëàñòü çíà÷åíèé θ, çàâèñÿùóþ, åñòåñòâåííî, îò âûáîðêè X(n), êîòîðàÿ ñ
âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 1 − α, íàêðûâàåò èñòèííîå, íåèçâåñòíîå íàì
çíà÷åíèå θ, ïðè÷åì òàêîå íàäåæíîñòíîå óòâåðæäåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ïðè ëþáûõ θ ∈ Θ. Â òàêîì ñëó÷àå ïî ðàçìåðàì îáëàñòè, êîòîðûå îïðå-
äåëÿþòñÿ âûáîðî÷íûìè çíà÷åíèÿìè x(n), ìîæíî ñóäèòü î òî÷íîñòè òàêîé
èíòåðâàëüíîé îöåíêè.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïîäìíîæåñòâî ∆n = ∆n(X
(n)) ïàðàìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà Θ íàçûâàåòñÿ (1− α)-äîâåðèòåëüíîé îáëàñòüþ, åñëè

P θ

(
∆n(X

(n)) 3 θ
)
≥ 1− α, (1)

êàêîâî áû íè áûëî çíà÷åíèå θ ∈ Θ. Çàäàííîå (ôèêñèðîâàííîå) çíà÷åíèå
1 − α íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì óðîâíåì, à íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ëåâîé
÷àñòè íåðàâåíñòâà (1) ïî âñåì θ ∈ Θ � äîâåðèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì.
Â ñëó÷àå Θ ⊆ R äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü âèäà ∆n =

(
θ n(X

(n)); θ n(X
(n))

)
íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì, â êîòîðîì ðàçëè÷àþòñÿ íèæíèé
θ n è âåðõíèé θ n äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû âèäà
(θ n; ∞) è (−∞; θn) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé äîâå-
ðèòåëüíûìè ãðàíèöàìè.

Åñòåñòâåííî, êîíôèãóðàöèÿ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè âûáèðàåòñÿ ñòàòè-
ñòèêîì, ñîîáðàçóÿñü ñ åå ãåîìåòðè÷åñêîé íàãëÿäíîñòüþ è, ãëàâíîå, âîçìîæ-
íîñòüþ ãàðàíòèðîâàòü äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî
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ïàðàìåòðà äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü îáû÷íî âûáèðàåòñÿ â âèäå èíòåðâàëà,
ïðè÷åì â ðÿäå ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, ïðè îöåíêå íàäåæíîñòè èëè âåðîÿòíî-
ñòè íåæåëàòåëüíîãî ñîáûòèÿ, â âèäå îäíîñòîðîííåãî èíòåðâàëà. Â ñëó÷àå
ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà îáû÷íî ñòðîÿòñÿ äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñîèäû èëè
ïàðàëëåëåïèïåäû.

Ñëåäóåò îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà ïðàâèëüíóþ ôîðìóëèðîâêó äîâå-
ðèòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðàÿ ïîä÷åðêèâàåòñÿ â íåðàâåíñòâå (1) çàïè-
ñüþ ∆n(X

(n)) 3 θ âìåñòî îáû÷íîãî θ ∈ ∆n(X
(n)). Ãîâîðèòü, ÷òî çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà θ ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 1− α, ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ∆n,

çíà÷èò ñîçíàòåëüíî ââîäèòü òðóäÿùèõñÿ íà íèâå ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè â
çàáëóæäåíèå. Äåëî â òîì, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ â äàííîé âåðîÿòíîñò-
íîé ìîäåëè íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ýòî ïîñòîÿííàÿ, ñâîéñòâåí-
íàÿ èññëåäóåìîìó îáúåêòó, à ïîñòîÿííàÿ ïðèíàäëåæèò êàêîé-ëèáî îáëàñòè
òîëüêî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà èëè íîëü. Âñÿ ñëó÷àéíîñòü çàêëþ÷åíà â
ñàìîé äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè ∆n(X

(n)), è ïîýòîìó ïðàâèëüíîå äîâåðèòåëü-
íîå óòâåðæäåíèå ãëàñèò: îáëàñòü ∆n(X

(n)) ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé
1− α, íàêðûâàåò èñòèííîå (íåèçâåñòíîå) çíà÷åíèå θ.

Â ñàìîì íà÷àëå íàøåãî êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè â ïðèìåðå 1.1
ñ îïðåäåëåíèåì ñîäåðæàíèÿ îáùåé ñåðû â äèçåëüíîì òîïëèâå ìû ñòðîèëè
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ôèêñèðîâàííîé øèðèíû äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà çàíèìàëèñü ïëàíèðîâàíèåì îáúåìà èñ-
ïûòàíèé, íåîáõîäèìîãî äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè è íàäåæíîñòè
îöåíêè. Ðàññìîòðèì åùå ðàç ýòîò ïðèìåð â ñâåòå ââåäåííûõ ïîíÿòèé èí-
òåðâàëüíîé îöåíêè ïàðàìåòðà.

10. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè. Èòàê, â ïðè-
ìåðå 1.1 ìû èìåëè äåëî ñ âûáîðêîé X(n) èç íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ïðè÷åì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà σ íàì áûëî èçâåñòíî, òàê ÷òî â êà÷åñòâå
íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ âûñòóïàëî µ. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè
òàêîãî èíòåðâàëà

(
µ

n
(X(n)), µn(X

(n))
)

, ÷òî Pµ

(
µ

n
≤ µ ≤ µn

)
≥ 1 − α,

ïðè ëþáîì çíà÷åíèè µ ∈ R.
Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå îöåíêîé µ ñëóæèëî âûáîðî÷íîå ñðåä-

íåå X � íåñìåùåííàÿ îöåíêà µ ñ ìèíèìàëüíûì êâàäðàòè÷íûì ðèñêîì. Ýòà
ëèíåéíàÿ îöåíêà îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè: ðàñ-
ïðåäåëåíèå ðàçíîñòè X − µ íå çàâèñèò îò µ, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîäñêà-
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çûâàåò íàì ïóòü ê ïîñòðîåíèþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Äåéñòâèòåëüíî,

P

( |X − µ |
σ

√
n ≤ λ

)
= 2Φ(λ)− 1,

è åñëè ïîëîæèòü λ ðàâíûì êîðíþ óðàâíåíèÿ 2Φ(λ)−1 = 1−α, òî åñòü âû-
áðàòü λ = λα = Φ−1(1−α/2), òî èíòåðâàë (X−λασ/

√
n, X+λασ/

√
n) áóäåò

(1− α)-äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ µ íîðìàëüíîãî
(µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2.

Â ýòîì ïðîñòåéøåì ïðèìåðå íà ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà
êëþ÷åâûì ìîìåíòîì áûëî èñïîëüçîâàíèå èíâàðèàíòíîé ñëó÷àéíîé ôóíê-
öèè θ̂n − θ îò îöåíêè θ̂n = X è ïàðàìåòðà θ = µ. Â ïðèíöèïå, èìåííî
íà ïîäîáíîì âûáîðå îïîðíîé ôóíêöèè H(θ̂n, θ) ñ ïîäõîäÿùåé îöåíêîé θ̂n

ïàðàìåòðà θ îñíîâàíû èñòîðè÷åñêè ïåðâûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëü-
íûõ èíòåðâàëîâ è ìíîæåñòâ. Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ H( ·, · ) ïîäáèðàåòñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îíà áûëà ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé âòîðîãî àð-
ãóìåíòà θ, è ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü P θ

(
H(θ̂n(X

(n)), θ) ≤ λ
)
äëÿ íåêîòîðûõ

çíà÷åíèé λ äîëæíà îñòàâàòüñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé (áëèçêîé ê åäèíèöå), êà-
êîâî áû íè áûëî çíà÷åíèå θ ∈ Θ. Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä ïîñòðîå-
íèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà èíâàðèàíòíûõ îïîðíûõ
ôóíêöèé íà ïðèìåðå íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ, ñòðîÿ äîâåðèòåëü-
íûå èíòåðâàëû äëÿ êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ ïðè èçâåñòíîì è íåèçâåñòíîì
çíà÷åíèÿõ äðóãîãî (�ìåøàþùåãî� ) ïàðàìåòðà.

20. Âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà äëÿ äèñïåðñèè íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîì ñðåäíåì. Ïðè âûáîðå èç íîð-
ìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èçâåñòíûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì µ ìåòîä
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèâîäèò ê íåñìåùåííîé îöåíêå σ̂2

n = n−1 ∑n
1

(Xk − µ)2 ïàðàìåòðà σ2. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà,
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî σ̂2

n åñòü íåñìåùåííàÿ îöåíêà ñ ðàâíîìåðíî ìèíè-
ìàëüíûì ðèñêîì.

Ïîñêîëüêó, â ÷åì ìû íåîäíîêðàòíî óáåæäàëèñü, Yk = (Xk − µ)/σ ∼
N (0, 1), k = 1, . . . , n, òî åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå îïîðíîé ôóíê-
öèþ H(σ̂2

n, σ2) = σ−2
∑n

1
(Xk − µ)2. Íàéäåì åå ðàñïðåäåëåíèå.

Ëåììà 6.1. Åñëè Y1, . . . , Yn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ïî
ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó N (0, 1), òî

∑n
1 Y 2

k èìååò ãàììà-ðàñïðå-
äåëåíèå G(n/2, 2).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Ïîêàæåì, ÷òî Y 2, ãäå Y ∼ N (0, 1), èìååò ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèå G(1/2, 2), ïîñëå ÷åãî ïðîñòî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé ñëîæå-
íèÿ äëÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ïðåäëîæåíèå 12.2, ïóíêò 50 êóðñà ÒÂ).
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Y 2 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå F (x) = P (Y 2 < x) =
P (−√x < Y <

√
x) = Φ(

√
x)−Φ(−√x) = 2Φ(

√
x)−1, òàê ÷òî åå ôóíêöèÿ

ïëîòíîñòè

f(x) =
d

dx


 2√

2π

√
x∫

−∞
exp

{
−t2

2

}
− 1


 =

1

21/2Γ(1/2)
x1/2−1e−x/2,

ïîñêîëüêó Γ(1/2) =
√

π. Ìû âèäèì, ÷òî ýòî � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ G(1/2, 2) ñ ïàðàìåòðîì ôîðìû λ = 1/2 è ïàðàìåòðîì ìàñ-
øòàáà a = 2, îòêóäà, êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, íåìåäëåííî ñëåäóåò óòâåð-
æäåíèå ëåììû.

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå G(n/2, 2) î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ
çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, è îíî ïîÿâèëîñü ðàíüøå, ÷åì ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèå G(λ, a) îáùåãî âèäà, ïîä íàçâàíèåì õè-êâàäðàò ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò îáû÷íî
îáîçíà÷àåòñÿ Kn(x), x > 0, à ÷òî êàñàåòñÿ òåðìèíà �ñòåïåíè ñâîáîäû� , òî
åãî ñìûñë ïðîÿñíèòñÿ ïî ìåðå äðóãèõ ïðèìåíåíèé õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëå-
íèÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê íàøåé îñíîâíîé çàäà÷å � ïîñòðîåíèþ äîâå-
ðèòåëüíûõ ãðàíèö äëÿ σ2. Åñëè îáðàòèòüñÿ ê ïðàêòè÷åñêîé ñòîðîíå ýòîé
ïðîáëåìû (ñì. â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèìåð 1.1), òî ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñòàòèñòè-
êà äîëæíà èíòåðåñîâàòü òîëüêî âåðõíÿÿ (à íå äâóñòîðîííÿÿ) ãðàíèöà σ2,
íà êîòîðóþ îí áóäåò îðèåíòèðîâàòüñÿ, ÷òîáû îáåçîïàñèòü ñåáÿ îò ãðóáûõ
îøèáîê ïðè ïëàíèðîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Òàêèì îáðàçîì,
ìû äîëæíû ñôîðìóëèðîâàòü äîâåðèòåëüíîå óòâåðæäåíèå â ôîðìå σ2 ≤ σ 2

n.

Ïîíÿòíî, ÷òî íèæíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà è äâóñòîðîííèå ãðàíèöû (äî-
âåðèòåëüíûé èíòåðâàë), êîëü ñêîðî îíè êîìó-òî ïîòðåáóþòñÿ, ñòðîÿòñÿ àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì.

Â ðàìêàõ òàêîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è, ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü ñîáûòèå

Aλ =



H(σ̂2

n, σ2) =

∑n

1
(Xk − µ)2

σ2 ≥ λ



 ,

âûáèðàÿ λ èç óñëîâèÿ Pµ,σ(Aλ) = 1− α. Êàê ìû òîëüêî ÷òî âûÿñíèëè, ýòà
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âåðîÿòíîñòü íå çàâèñèò îò µ è σ, è â ñèëó ëåììû 6.1 ïîñòîÿííàÿ λ îïðåäåëÿ-
åòñÿ êâàíòèëüþ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû � êîðíåì
óðàâíåíèÿ 1−Kn(λ) = 1−α. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíÿÿ (1−α)-äîâåðèòåëüíàÿ
ãðàíèöà äëÿ σ2 ðàâíà

∑n

1
(Xk−µ)2/K−1

n (α), ãäå, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè
ñòàíäàðòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè, K−1

n (α) åñòü α-êâàíòèëü õè-êâàäðàò ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Èñïîëüçóåìûå â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ ìåòîäû ïîäáîðà îïîðíûõ ôóí-
êöèé, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå èíâàðèàíòíîñòè ñòàòèñòèê (îöåíîê ïàðàìåò-
ðîâ µ è σ2) îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîçâîëÿþò àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ïîäáèðàòü òàêèå ôóíêöèè è â ñëó÷àå íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé
ìåøàþùåãî ïàðàìåòðà. Òàê, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äî-
âåðèòåëüíûõ ãðàíèö äëÿ σ2 ïðè íåèçâåñòíîì µ, òî åñòåñòâåííî îáðàòèòüñÿ
ê îöåíêå S2 = n−1

∑n

1
(Xk−X)2 ïàðàìåòðà σ2, çàìå÷àÿ, ÷òî åå ðàñïðåäåëå-

íèå íå çàâèñèò îò µ, ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç ðàçíîñòåé Xk −X èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, êîãäà Xk çàìåíÿåòñÿ íà Xk − µ, k = 1, . . . , n. Åñëè
ðàçäåëèòü ýòè ðàçíîñòè íà σ, òî ìû ïîëó÷èì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñ-
ïðåäåëåíèå êîòîðûõ íå çàâèñèò êàê îò µ, òàê è îò σ, è òàêèì îáðàçîì ìû
ïðèõîäèì ê èíâàðèàíòíîé îïîðíîé ôóíêöèè H(S2, σ2) = S2/σ2. Äëÿ âû-
âîäà ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê íîðìàëüíûì (0, 1)
ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì Yk = (Xk − µ)/σ, k = 1, . . . , n, ïîñêîëüêó, â ÷åì
ëåãêî óáåäèòüñÿ, H(S2, σ2) = n−1

∑n

1
(Yk − Y )2.

Åñëè îáðàòèòüñÿ ê çàäà÷å äîâåðèòåëüíîé èíòåðâàëüíîé îöåíêè µ ïðè
íåèçâåñòíîì çíà÷åíèè σ, òî çäåñü èíâàðèàíòíóþ îïîðíóþ ôóíêöèþ ìîæíî
ïîñòðîèòü, êîìáèíèðóÿ åå èç îïîðíûõ ôóíêöèé çàäà÷ 10 è 20. Êàê ìû âèäå-
ëè ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷, ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X−µ)/σ è
S/σ íå çàâèñÿò îò µ è σ, è ïîýòîìó â êà÷åñòâå îïîðíîé ôóíêöèè ïðè èíòåð-
âàëüíîé îöåíêå µ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïîðíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ
îòíîøåíèåì ýòèõ âåëè÷èí, òî åñòü ôóíêöèþ |X − µ |/S.

Îäíàêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ íà îñíîâå òàêèõ ôóí-
êöèé íàì íåîáõîäèìî íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèê X è S2.
Ìû ïîëó÷èì ýòî ðàñïðåäåëåíèå â ñëåäóþùåé ëåêöèè, ñôîðìóëèðîâàâ åãî
â âèäå óòâåðæäåíèÿ, èçâåñòíîãî â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå êàê ëåììà
Ôèøåðà.

Ëåêöèÿ 10

Òåîðåìà 6.1. Â ñëó÷àå âûáîðà èç íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ
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ñòàòèñòèêè X è S2 íåçàâèñèìû, X ∼ N (µ, σ2/n), à nS2/σ2 ∼ χ2
n−1 (èìååò

õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ n− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Ïóñòü Y1, . . . , Yn � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ñòàí-

äàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N (0, 1). Ïîêàæåì, ÷òî ñòàòèñòèêè

Y =
1

n

n∑

k=1

Yk è SY =
n∑

k=1

(Yk − Y )2

íåçàâèñèìû, Y ∼ N (0, 1/n), à SY ∼ χ2
n−1. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû

áóäåò ñëåäîâàòü èç òîãî ôàêòà, ÷òî σYk + µ èìåþò òî æå ðàñïðåäåëåíèå,
÷òî è Xk, k = 1, . . . , n, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå X ñîâïàäàåò ñ
ðàñïðåäåëåíèåì σY + µ, à ðàñïðåäåëåíèå SY � ñ ðàñïðåäåëåíèåì nS2/σ2.

Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Zk =
n∑

i=1

ckiYi, k = 1, . . . , n,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì ìàòðèöû C = ‖ cki ‖ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y1, . . . , Yn. Ïóñòü ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ýòîé
ìàòðèöû c11 = . . . = c1n = 1/

√
n, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû C âû-

áåðåì òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå C íà òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó C′ áûëî
åäèíè÷íîé ìàòðèöåé: CC′ = I. Êàê èçâåñòíî, òàêîé âûáîð C âîçìîæåí, è
ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé. Ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû Z1, . . . , Zn ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ n-ìåðíûì íîð-
ìàëüíûì çàêîíîì, äëÿ ñïåöèôèêàöèè êîòîðîãî äîñòàòî÷íî íàéòè âåêòîð
ñðåäíèõ çíà÷åíèé ýòèõ âåëè÷èí è ìàòðèöó èõ êîâàðèàöèé.

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

mk = EZk = E
n∑

i=1

ckiYk =
n∑

i=1

ckiEYk = 0, k = 1, . . . , n.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðàâíû íóëþ, êîâàðèàöèè ýòèõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí

cov(Zk, Zj) = E(Zk −mk)(Zj −mj) = EZkZj = E
n∑

i=1

ckiYi ·
n∑

i=1

cjiYi =

E
n∑

i=1

ckicjiY
2
i + E

n∑

i6=l

ckicjlYiYl.
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Åñëè çàíåñòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïîä çíàêè ñóìì è âñïîìíèòü, ÷òî
Y1, . . . , Yn íåçàâèñèìû, EYi = 0, EY 2

i = DYi = 1, à ïðè i 6= l ñðåäíèå
çíà÷åíèÿ EYiYl = EYiEYl = 0, òî ïîëó÷èì, ÷òî

cov(Zk, Zj) =
n∑

i=1

ckicji, k, j = 1, . . . , n.

Ïîñêîëüêó äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ìàòðèöû ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà íóëþ,
åñëè k 6= j, è ðàâíà åäèíèöå, åñëè k = j, òî ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ,
÷òî Z1, . . . , Zn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ïî ñòàíäàðòíîìó íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó N (0, 1). Òàêèì îáðàçîì, îðòîíîðìèðîâàííûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y1, . . . , Yn íå èçìåíèëè èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì íàøè ñòàòèñòèêè Y è SY â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí Z1, . . . , Zn. Ïîñêîëüêó

Z1 =
n∑

i=1

c1iYi =
1√
n

n∑
i=1

Yi,

òî Y = Z1/
√

n. Äàëåå, îðòîíîðìèðîâàííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðà-
íÿåò ñóììó êâàäðàòîâ êîìïîíåíò ïðåîáðàçóåìîãî âåêòîðà, òî åñòü

∑n

1
Z2

k =∑n

1
Y 2

k . Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòèêà SY â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèîáðåòàåò
âèä

SY

n
=

1

n

n∑
1

Y 2
k − Y

2
=

1

n

n∑
1

Z2
k −

Z2
1

n
=

1

n

n∑
2

Z2
k .

Èòàê, ðàñïðåäåëåíèå Y ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Z1/
√

n, à ðàñïðå-
äåëåíèå SY � ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñóììû êâàäðàòîâ n − 1 íåçàâèñèìûõ â
ñîâîêóïíîñòè è íåçàâèñÿùèõ îò Z1 íîðìàëüíûõ (0, 1) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ñëåäîâàòåëüíî, Y è SY íåçàâèñèìû, Y ∼ N (0, 1/n), SY ∼ χ2

n−1 (ñì. ëåììó
6.1), è �ëåììà Ôèøåðà� äîêàçàíà.

Óñòàíîâèâ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è âûáîðî÷-
íîé äèñïåðñèè â ñëó÷àå âûáîðà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ìû ìîæåì
ïðèñòóïèòü ê ïîñòðîåíèþ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ êàæäîãî èç ïà-
ðàìåòðîâ µ è σ ïðè íåèçâåñòíîì çíà÷åíèè äðóãîãî ïàðàìåòðà.

30. Âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà äëÿ äèñïåðñèè íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåèçâåñòíîì ñðåäíåì. Ýòà ãðàíèöà íà-
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õîäèòñÿ íàèáîëåå ïðîñòî, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå îïîðíîé ôóíêöèè

nS2

σ2 =

∑n

1
(Xk −X)2

σ2 =
n∑

k=1

(
Xk − µ

σ
− 1

n

n∑

i=1

Xi − µ

σ

)2

=
n∑
1

(Yk − Y )2

(2)
åñòü õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ n− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû (ñì. òåîðåìó 6.1).
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíÿÿ (1−α)-äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ êâàí-
òèëüþ λα = K−1(α) õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ � êîðíåì óðàâíåíèÿ

P (nS2/σ2 ≥ λ) = 1−Kn−1(λ) = 1− α,

è äîâåðèòåëüíîå óòâåðæäåíèå σ2 ≤ σ 2
n = nS2/K−1

n−1(α) âûïîëíÿåòñÿ ñ çà-
äàííîé âåðîÿòíîñòüþ 1− α.

40. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè. Â ýòîé
çàäà÷å ìû èìååì äåëî ñ äâóñòîðîííèìè äîâåðèòåëüíûìè ãðàíèöàìè (äî-
âåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì), è â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáîðîì îïîðíîé ôóíêöèè
|X−µ |/S, î êîòîðîé ìû ãîâîðèëè ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 6.1, íàì
ïîòðåáóåòñÿ çíàíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ âèäà |X − µ |/S ≤ λ.

Â íà÷àëå XIX âåêà àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Â.Ãîññåò, ïèñàâøèé ïîä ïñåâ-
äîíèìîì �Ñòüþäåíò� (Student), íàøåë ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Tν = ξ

√
ν/

√
χ2

ν, ãäå ξ ∼ N (0, 1), à χ2
ν � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿ-

ùàÿ îò ξ è ðàñïðåäåëåííàÿ ïî çàêîíó õè-êâàäðàò ñ ν ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Åñòåñòâåííî, åãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ñâÿçàíû ñ ïðîáëåìàìè ñòàòèñòè÷åñêî-
ãî âûâîäà î ñðåäíåì çíà÷åíèè µ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåèçâåñò-
íîé äèñïåðñèè, è Ñòüþäåíò èñêàë ðàñïðåäåëåíèå îïîðíîé ôóíêöèè (ñì. (2))
â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì â çàïèñè îïîðíîé ôóíêöèè â òåðìèíàõ Xk ê Yk)

H =
X − µ

S

√
n− 1 =

1√
n

∑n

1
Yk√∑n

1
(Yk − Y )2

√
n− 1,

Yk =
Xk − µ

σ
∼ N (0, 1), k = 1, . . . , n,

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûáðàííîé íàìè îïîðíîé ôóíêöèè òîëüêî ìíîæèòå-
ëåì

√
n− 1, è ïîýòîìó òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ïîñòðîåíèè äîâå-

ðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ µ ïðè íåèçâåñòíîì σ. Òî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ Tn−1

è H ñîâïàäàþò, ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.1: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà â çíàìåíàòåëå
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ξ =
∑n

1
Yk/

√
n ∼ N (0, 1) íå çàâèñèò îò

∑n

1
(Yk − Y )2 ∼ χ2

n−1, ðàçäåëèâ
êîòîðóþ íà çíà÷åíèå ñòåïåíè ñâîáîäû n− 1, ïîëó÷àåì 1

νχ
2
ν ñ ν = n− 1.

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Tν, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà ñ ν ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èëè
t-ðàñïðåäåëåíèåì. Ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ è η = χ2

ν ðàâíà

f(x, y) =
1√
2π

exp

{
−x2

2

}
1

2ν/2Γ(ν/2)
yν/2−1 exp

{
−y

2

}
,

òàê ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Tν

Sν(t) = P (ξ
√

ν/η < t) =

∫

x
√

ν<

∫

√
yt

f(x, y) dx dy =

∞∫

0

dy

t
√

y/ν∫

−∞
f(x, y) dx.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî t, íàõîäèì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ Ñòüþäåíòà

sν(t) =

∞∫

0

√
y/νf(t

√
y/ν, y) dy =

1√
πν2(ν+1)/2Γ(ν/2)

∞∫

0

y
ν+1
2 −1 exp

{
−y

2

(
1 +

t2

ν

)}
dt =

=
1√
πν

Γ
(

ν+1
2

)

Γ
(

ν
2

)
(

1 +
t2

ν

)− ν+1
2

.

Âèä ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
Ñòüþäåíòà ìîæíî òðàêòîâàòü êàê îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîãî (a = 0, b = 1)
ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè C(a, b), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþ-
äåíòà ïðè ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû ν = 1. Ýòî ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå,
è ïîýòîìó Sν(−t) = 1 − Sν(t), ÷òî ïîçâîëÿåò íàì äîâîëüíî ïðîñòî ïîñòðî-
èòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ µ ñ ïîìîùüþ êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ
Sn−1(·) :

P (|Tn−1 | ≤ t) = Sn−1(t)− Sn−1(−t) = 2Sn−1(t)− 1 = 1− α,
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îòêóäà tα = S−1
n−1(1− α/2), è (1− α)-äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ µ îïðå-

äåëÿåòñÿ ïðåäåëàìè X ± Stα/
√

n− 1.

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû äëÿ ïàðàìåòðîâ µ è σ2 íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàáëèöû íîðìàëüíîãî, õè-êâàäðàò è ñòüþäåíò-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèé, à òàêæå êâàíòèëåé ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé, íåîáõîäè-
ìûå äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè äîâåðèòåëüíûõ îöåíîê, ñìîòðèòå â êíèãå
Áîëüøåâ Ë.Í., Ñìèðíîâ Í.Â. Òàáëèöû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, Ì.: Íà-
óêà, 1983, êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì áóäåò öèòèðîâàòüñÿ êàê ÒÌÑ. Åùå ðàç
îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü äîâåðèòåëüíîé îöåíêè ýòèõ ïàðàìåòðîâ îïðå-
äåëÿëàñü, â îñíîâíîì, èíâàðèàíòíîñòüþ ñåìåéñòâà íîðìàëüíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Òî÷íî òàê æå ìû
ìîæåì ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû äëÿ ïàðàìåòðà θ ïîêàçàòåëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè äëÿ ïàðàìåòðà ìàñøòàáà ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè
èçâåñòíîì ïàðàìåòðå ôîðìû; ìû âåðíåìñÿ ê ýòèì çàäà÷àì ïîçäíåå ïðè îá-
ñóæäåíèè ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè äîâåðèòåëüíîé îöåíêè. ×òî æå êàñàåòñÿ
äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé, òî çäåñü ïðîáëåìà îñëîæíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì èíâà-
ðèàíòíûõ îïîðíûõ ôóíêöèé è íåâîçìîæíîñòüþ ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå
îöåíîê ïàðàìåòðà, äëÿ êîòîðîãî ñòðîÿòñÿ äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû, â ÿâíîì
âèäå. Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî îáùèé ïîäõîä ê äàííîé ïðîáëå-
ìå, îñíîâàííûé íà àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíîê
ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ èëè ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïóñòü θ̂n = θ̂n(X
(n)) � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ ñî ñðåäíèì θ è äèñ-

ïåðñèåé σ2(θ)/n îöåíêà ïàðàìåòðà θ (íàïðèìåð, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-
âèÿõ ðåãóëÿðíîñòè (ñì. òåîðåìó 4.2) îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñî ñðåäíèì θ è äèñïåðñèåé [ nI(θ) ]−1). Òîãäà
ïðè n →∞ âåðîÿòíîñòü

P θ

(
| θ̂n − θ |

σ(θ)

√
n ≤ λα

)
−→ 1− α,

ïðè ëþáîì θ ∈ Θ, åñëè λα = Φ−1(1−α/2), è ìû ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêè
(1− α)-äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî

∆n(X
(n)) =

{
θ :

| θ̂n − θ |
σ(θ)

√
n ≤ λα

} ⋂
Θ.

Åñëè ∆n åñòü èíòåðâàë íà ïðÿìîé R, òî ìû ðåøèëè çàäà÷ó èíòåðâàëü-
íîé îöåíêè ïàðàìåòðà θ. Åñëè æå ýòî íåêîòîðîå âû÷óðíîå è íåïðèãîäíîå
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ê óïîòðåáëåíèþ ïîäìíîæåñòâî R, òî ìîæíî ïîéòè íà äàëüíåéøèå óïðî-
ùåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ, çàìåíèâ â îïðåäåëåíèè ∆n ïàðà-
ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ σ(θ) íà åå îöåíêó σ(θ̂n). Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè σ(θ), θ ∈ Θ, ÷òîáû, ññûëàÿñü íà òåîðåìó Ñëóöêî-
ãî (ïðåäëîæåíèå 11.1 êóðñà ÒÂ ñ ξn ∝ σ(θ̂n)→

P
σ(θ)), óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè

n →∞

Pθ

(
θ̂n − λασ(θ̂n)√

n
≤ θ ≤ θ̂n +

λασ(θ̂n)√
n

)
−→ 1− α.

Ïðîèëëþñòðèðóåì �ðàáîòó� ýòîãî ìåòîäà íà äâóõ ïîëåçíûõ â ïðàêòè÷å-
ñêîì îòíîøåíèè ïðèìåðàõ.

50. Àñèìïòîòè÷åñêè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ âåðîÿò-
íîñòè óñïåõà â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè. Â ñõåìå èñïûòàíèé Áåðíóë-
ëè � âûáîðå èç ðàñïðåäåëåíèÿ áèíàðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ïðèíè-
ìàþùåé çíà÷åíèå 1 (�óñïåõ� ) ñ âåðîÿòíîñòüþ p è çíà÷åíèå 0 (�íåóäà÷à� )
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p, îïòèìàëüíîé íåñìåùåííîé îöåíêîé p ÿâëÿåòñÿ âû-
áîðî÷íîå ñðåäíåå X = n−1

∑n

1
Xk èëè, ÷òî òî æå, îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

óñïåøíûõ èñõîäîâ â n èñïûòàíèÿõ. Ñòàòèñòèêà nX èìååò áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå B(n, p), è ýòî ïîçâîëÿåò íàñ÷èòàòü òàáëèöû äîâåðèòåëüíûõ
ïðåäåëîâ äëÿ p ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ 1 − α,

îáúåìà âûáîðêè n è ÷èñëà óñïåøíûõ èñõîäîâ nx (ñì., íàïðèìåð, ÒÌÑ).
×òî æå äàåò àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äîâåðèòåëüíûõ èíòåð-
âàëîâ?

Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíî ñî ñðåäíèì p è äèñ-
ïåðñèåé p(1 − p)/n. Ñëåäîâàòåëüíî, (1 − α)-äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü ∆n ={

p : 0 ≤ p ≤ 1, |X − p | ≤ λα

√
p(1− p)/n

}
. Ðàçðåøàÿ íåðàâåíñòâà â ôè-

ãóðíûõ ñêîáêàõ îòíîñèòåëüíî p, ïîëó÷àåì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

n

n + λ2
α


X +

λ2
α

2n
± λα

√
X(1−X)

n
+

λ2
α

4n2


 ,

êîòîðûé ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ èñïûòàíèé n ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äîâåðè-
òåëüíîãî èíòåðâàëà X ± λα

√
X(1−X)/n, ïîëó÷åííîãî çàìåíîé σ2(p) =

p(1− p) íà åå îöåíêó X(1−X) :
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60. Àñèìïòîòè÷åñêè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåò-
ðà èíòåíñèâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàñ-
ñîíà P(θ) ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè (ïî ñ÷èòàþùåé ìåðå) f(x | θ) = Pθ(X =
x) = θxeθ/x!, x = 0, 1, 2, . . . , èíäåêñèðóåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì θ,

îïòèìàëüíàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà êîòîðîãî ïî âûáîðêå X(n) îáúåìà n, êàê
è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíèì X. Äëÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà òàêæå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñëîæåíèÿ: nX ∼ P(nθ),
è íà îñíîâå ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷íûå äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû äëÿ θ,
òàáëèöà êîòîðûõ èìååòñÿ â óïîìÿíóòîì ñáîðíèêå ÒÌÑ. Íî îöåíêà X àñèì-
ïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà (θ, θ/n), ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü àñèìïòîòè÷åñêè
äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü ∆n = {θ : θ > 0, |X − θ | ≤ λα

√
θ/n}. Ðåøå-

íèå íåðàâåíñòâ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ îòíîñèòåëüíî θ äàåò àñèìïòîòè÷åñêè
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

X +
λ2

α

2n
± λα

√
X

n
+

λ2
α

4n2 .

Íàêîíåö, çàìåíÿÿ σ2(θ) = θ åå îöåíêîé X, ïîëó÷àåì òàêæå àñèìïòîòè÷å-
ñêè äîâåðèòåëüíûé, íî, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëîâûå ðàñ÷åòû, ìåíåå òî÷íûé
èíòåðâàë X ± λα

√
X/n .

Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì èçëîæåíèå ïðîñòåéøèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ äî-
âåðèòåëüíûõ è àñèìïòîòè÷åñêè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ íà îñíîâå ïîä-
áîðà îïîðíûõ ôóíêöèé. Î ïðîáëåìå îïòèìàëüíîãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâà-
íèÿ ìû ïîãîâîðèì ïîçäíåå, èçó÷èâ òåîðèþ îïòèìàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåç
� âûñêàçûâàíèé î âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ. Îñòàâøèåñÿ ëåêöèè
áóäóò ïîñâÿùåíû èìåííî ýòîé òåîðèè.
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�7. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç (êðèòåðèè çíà÷èìîñòè)

Ëåêöèÿ 11

Â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñóùåñòâóåò îáøèðíûé êëàññ
çàäà÷, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü èñòèííîñòü íåêîòîðîãî âûñêàçûâà-
íèÿ îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìîãî îáúåêòà èëè âûáðàòü îäíî èç àëüòåðíà-
òèâíûõ ðåøåíèé, êîòîðîå îïðåäåëèò äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå ñòàòèñòèêà ïî
îòíîøåíèþ ê ýòîìó îáúåêòó. Íàïðèìåð, ïðè àòòåñòàöèè ïàðòèè äèçåëüíîãî
òîïëèâà ïî îáùåìó ñîäåðæàíèþ ñåðû ìû äîëæíû íå òîëüêî äàòü òî÷å÷íóþ
îöåíêó äàííîé õàðàêòåðèñòèêè òîïëèâà, íî è ïðèíÿòü ðåøåíèå î êà÷åñòâå
âûïóñêàåìîãî ïðîäóêòà, êîòîðîå ïîâëå÷åò çà ñîáîé îäíî èç ñëåäóþùèõ äåé-
ñòâèé � èëè îòîñëàòü òîïëèâî ïîòðåáèòåëþ, èëè ïðîèçâåñòè äîïîëíèòåëü-
íóþ î÷èñòêó òîïëèâà îò âðåäíûõ ïðèìåñåé. Òî÷íî òàê æå â ïðèìåðå 1.2 ìû
ñòðîèëè ñòàòèñòè÷åñêîå ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå ïðèíÿòü îäíî èç äâóõ ðåøå-
íèé îòíîñèòåëüíî íîâîãî ëå÷åáíîãî ïðåïàðàòà � èëè ïðèçíàòü åãî ýôôåê-
òèâíûì è âíåäðèòü â ëå÷åáíóþ ïðàêòèêó, èëè çàïðåòèòü åãî äàëüíåéøåå
èñïîëüçîâàíèå. Â èññëåäîâàíèÿõ, ïîäîáíûõ îïûòàì Ìåíäåëÿ, ÷àñòî íàäî
ïðîâåðèòü ãèïîòåçó îòíîñèòåëüíî ïðåäïîëàãàåìîãî çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè
íàñëåäîâàíèÿ äîìèíàíòíîãî ïðèçíàêà. Ñåëåêöèîíåð, ðàáîòàþùèé íàä ïî-
ëó÷åíèåì íîâîãî âèäà ïøåíèöû, äîëæåí ïîäêðåïèòü ñâîå çàêëþ÷åíèå î
ïðåâîñõîäñòâå íîâîãî âèäà íàä òåì, êîòîðûé óæå èñïîëüçóåòñÿ â ñåëüñêî-
õîçÿéñòâåííîé ïðàêòèêå, ñ ïîìîùüþ ñîïîñòàâëåíèÿ äàííûõ îá óðîæàéíî-
ñòè ýòèõ âèäîâ. È òàê äàëåå, è òîìó ïîäîáíîå, � âû ñàìè ìîæåòå ïðèâåñòè
ïðèìåðû òàêèõ çàäà÷ ïî âûáîðó îäíîãî èç ðÿäà àëüòåðíàòèâíûõ ðåøåíèé.

Â íàøåì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ìû ðàññìîòðèì çàäà÷è, ñâÿ-
çàííûå òîëüêî ñ âûáîðîì îäíîãî èç äâóõ ðåøåíèé. Ïóñòü ìû âûñêàçûâàåì
íåêîòîðîå ñóæäåíèå (èëè ïðåäïðèíèìàåì äåéñòâèå) îá èññëåäóåìîì îáú-
åêòå, è ïóñòü d0 � ðåøåíèå îá èñòèííîñòè ýòîãî ñóæäåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê
d1 � ðåøåíèå î åãî ëîæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé D â
äàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìå ñîñòîèò èç òî÷åê: D = {d0, d1}.

Äëÿ âûáîðà îäíîãî èç ðåøåíèé ìû íàáëþäàåì ñëó÷àéíóþ âûáîðêó X(n)

èç íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P θ, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ êîòîðîãî íàì íåèç-
âåñòíî. Ïóñòü Θ � îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé θ, êîòîðóþ ìû íàçâàëè
ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé íàìè â �1
èäåîëîãèåé ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà ìû ñîïîñòàâëÿåì êàæäîìó ðåøåíèþ
d ∈ D îïðåäåëåííîå ïîäìíîæåñòâî Θd ïðîñòðàíñòâà Θ, òî åñòü èíòåðïðå-
òèðóåì êàæäîå ðåøåíèå â òåðìèíàõ âûñêàçûâàíèé îá èñòèííîì çíà÷åíèè

228



ïàðàìåòðà θ. Â íàøåé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìå âûáîðà îäíîãî èç äâóõ ðå-
øåíèé ïîëîæèì Θi = Θdi

, i = 0, 1, è ââåäåì ðÿä ïîíÿòèé è îïðåäåëåíèé,
èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû.

Óòâåðæäåíèå H0 : θ ∈ Θ0 íàçûâàåòñÿ íóëåâîé ãèïîòåçîé, à óòâåðæäå-
íèå H1 : θ ∈ Θ1 � àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçîé èëè (êîðîòêî) àëüòåðíà-
òèâîé. Ãèïîòåçà Hi íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå Θi ñîñòîèò
èç îäíîé òî÷êè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Hi

íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé ãèïîòåçîé; i = 0, 1. Òàê, â ïðèìåðå 1.2 ñ èñïûòàíè-
åì íîâîãî ëå÷åáíîãî ïðåïàðàòà ïàðàìåòð θ îçíà÷àë âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî
ëå÷åíèÿ êàæäîãî ïàöèåíòà, è íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : θ = 1/2 î �íåéòðàëü-
íîñòè� ïðåïàðàòà åñòü ïðîñòàÿ ãèïîòåçà, â òî âðåìÿ êàê àëüòåðíàòèâíàÿ
ãèïîòåçà H1 : θ > 1/2 îá åãî ýôôåêòèâíîñòè � ñëîæíàÿ ãèïîòåçà.

Ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ïðèíèìàåòñÿ èëè îòâåðãàåòñÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà
H0, íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì. Èíîãäà äîáàâëÿåòñÿ � êðèòåðèé ñîãëàñèÿ (ñ
íóëåâîé ãèïîòåçîé), îñîáåííî, êîãäà àëüòåðíàòèâà H1 îïðåäåëåíà íå ñîâñåì
÷åòêî è ïîä H1 ïîäðàçóìåâàåòñÿ �âñå îñòàëüíîå� . Â ñëó÷àå ïîëíîãî ðàâíî-
ïðàâèÿ ãèïîòåç ãîâîðÿò î êðèòåðèè ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç. Êðèòåðèé îïðå-
äåëÿåòñÿ çàäàíèåì îñîáîãî ïîäìíîæåñòâà S âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Xn,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ: åñëè âûáîðî÷íûå äàííûå x(n)

ïîïàäàþò â ýòó îáëàñòü, òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ è ïðèíèìàåòñÿ
àëüòåðíàòèâíîå ðåøåíèå � ñïðàâåäëèâà H1. Îáëàñòü A = Sc = Xn \ S íà-
çûâàåòñÿ îáëàñòüþ ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû. Íàì áóäåò óäîáíî ïðîâî-
äèòü ñïåöèôèêàöèþ êðèòè÷åñêîé îáëàñòè â âèäå åå èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè
ϕ = ϕ(X(n)), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé ôóíêöèåé èëè, ïîñêîëüêó
îíà îïðåäåëÿåò ñòàòèñòè÷åñêîå ïðàâèëî ïðîâåðêè ãèïîòåçû, ïðîñòî êðèòå-
ðèåì. Èòàê, ôóíêöèÿ ϕ(X(n)) åñòü áèíàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíè-
ìàþùàÿ çíà÷åíèå 1, åñëè ïðîèçîøëî ñîáûòèå X(n) ∈ S, è çíà÷åíèå 0, åñëè
ïðîèçîøëî ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå X(n) ∈ A. Ïîíÿòíî, ÷òî ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå Eϕ(X(n)) îçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ ãèïîòåçû H0.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìå âåëè÷èíà ðèñêà, ñâÿçàííàÿ
ñ îòêëîíåíèåì âåðíîé ãèïîòåçû, îáû÷íî ñîîòíîñèòñÿ ñ ôóíêöèåé ïîòåðü òè-
ïà 1 � 0: ïîòåðè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè 1, åñëè ïðèíÿòà ãèïîòåçà Hi, à â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè θ ∈ Θ1−i, i = 0, 1; åñëè æå ïðèíÿòà Hi è θ ∈ Θi, i = 0, 1, òî
ïîòåðè ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíà ðèñêà ïðè
ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
m(θ) = Eθϕ(X(n)) = Pθ(X

(n) ∈ S), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ìîùíî-
ñòè êðèòåðèÿ ϕ. Ýòà ôóíêöèÿ óêàçûâàåò, êàê ÷àñòî ìû îòêëîíÿåì íóëåâóþ
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ãèïîòåçó, êîãäà θ � èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, è õîðîøèì ñëåäóåò ñ÷è-
òàòü òîò êðèòåðèé, ó êîòîðîãî ôóíêöèÿ m(θ) ïðèíèìàåò áëèçêèå ê íóëþ
çíà÷åíèÿ â îáëàñòè Θ0 è áëèçêèå ê åäèíèöå � â îáëàñòè Θ1. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ââîäÿòñÿ äâå êîìïîíåíòû ôóíêöèè ðèñêà: α(θ) = m(θ) ïðè θ ∈ Θ0

è β(θ) = 1 − m(θ) ïðè θ ∈ Θ1. Ôóíêöèÿ α(θ), θ ∈ Θ0 íàçûâàåòñÿ âåðî-
ÿòíîñòüþ îøèáêè ïåðâîãî ðîäà � îíà óêàçûâàåò îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó
îòêëîíåíèÿ ãèïîòåçû H0, êîãäà îíà â äåéñòâèòåëüíîñòè âåðíà (θ ∈ Θ0).
Ôóíêöèÿ β(θ), θ ∈ Θ1 íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè âòîðîãî ðîäà �
îíà óêàçûâàåò îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû H0, êîãäà îíà
ëîæíà (âåðíà àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1 : θ ∈ Θ1). Çàìåòèì, ÷òî ôóíê-
öèÿ ìîùíîñòè m(θ) â îáëàñòè Θ1 òðàêòóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ
ãèïîòåçû H0, êîãäà â äåéñòâèòåëüíîñòè âûáîð èäåò èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
àëüòåðíàòèâíûì çíà÷åíèåì θ ∈ Θ1, è ïîýòîìó ÷àñòü m(θ) ïðè θ ∈ Θ1 íà-
çûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ êðèòåðèÿ ϕ.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå íàáëþäåíèé n íåâîçìîæ-
íî îäíîâðåìåííî ìèíèìèçèðîâàòü âåðîÿòíîñòè îáåèõ îøèáîê, � äëÿ óìåíü-
øåíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α(θ) = Pθ(X

(n) ∈ S), θ ∈ Θ0,
íåîáõîäèìî óìåíüøèòü êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü S, ÷òî ïðèâåäåò ê óâåëè÷å-
íèþ îáëàñòè A ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû è, ñëåäîâàòåëüíî, ê óâåëè÷å-
íèþ âåðîÿòíîñòè îøèáêè âòîðîãî ðîäà β(u) = Pu(X

(n) ∈ A), u ∈ Θ1. Çäåñü
âîçíèêàåò òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ, ÷òî è â ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ïàðà-
ìåòðà θ ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì ðèñêîì, � òàêèå îöåíêè ñóùåñòâóþò
òîëüêî â îïðåäåëåííîì êëàññå ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðàâèë, íàïðèìåð, â êëàñ-
ñå íåñìåùåííûõ îöåíîê. Îäíàêî, äàæå è ïîìèìî çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç
ñ ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè, è íàìíîãî ðàíüøå ñîçäàíèÿ îáùåé
òåîðèè íàèáîëåå ìîùíûõ êðèòåðèåâ â ñòàòèñòè÷åñêîé ïðàêòèêå ñëîæèëñÿ
ñëåäóþùèé ïîäõîä ê óïðàâëåíèþ ðèñêîì êðèòåðèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0, êîãäà îíà â äåéñòâèòåëüíî-
ñòè âåðíà, ïðèâîäèò ê áîëåå òÿæêèì ïîñëåäñòâèÿì, ÷åì åå ïðèíÿòèå ïðè
ñïðàâåäëèâîñòè àëüòåðíàòèâû. Â òàêîì ñëó÷àå ìû çàèíòåðåñîâàíû â ïåð-
âóþ î÷åðåäü êîíòðîëèðîâàòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà. Ñ ýòîé öå-
ëüþ çàðàíåå ôèêñèðóåòñÿ (âûáèðàåòñÿ) íåêîòîðûé óðîâåíü α, âûøå êîòîðî-
ãî âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà íå äîïóñòèìà, è êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü
S (êðèòåðèé ϕ) îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî α(θ) ≤ α, êàêîâî áû íè
áûëî θ ∈ Θ0. Ýòî îãðàíè÷åíèå α íà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà íàçû-
âàåòñÿ óðîâíåì çíà÷èìîñòè, à ñàì êðèòåðèé ϕ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ
ýòî îãðàíè÷åíèå, � êðèòåðèåì óðîâíÿ α. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè
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îøèáêè ïåðâîãî ðîäà
α = sup

θ∈Θ0

α(θ)

íàçûâàåòñÿ ðàçìåðîì êðèòåðèÿ ϕ, è åñëè α = α, òî ãîâîðÿò î êðèòåðèè ϕ
ðàçìåðà α.

Â ýòîì âûáîðå îãðàíè÷åíèÿ èìåííî íà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî, à íå
âòîðîãî ðîäà ïðîÿâëÿåòñÿ òèïè÷íàÿ àñèììåòðèÿ â ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòè
ãèïîòåçû è àëüòåðíàòèâû. Íàïðèìåð, åñëè ïðîâåðÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü íî-
âîãî ëåêàðñòâåííîãî ïðåïàðàòà, òî íóëåâîé ãèïîòåçå äîëæíî ñîîòâåòñòâî-
âàòü ðåøåíèå î åãî íåýôôåêòèâíîñòè, èáî, îòêëîíèâ ýòó ãèïîòåçó, êîãäà
îíà âåðíà, ìû âíåäðèì â ëå÷åáíóþ ïðàêòèêó áåñïîëåçíîå èëè âðåäíîå ëå-
êàðñòâî, ÷òî ïðèâåäåò ê áîëåå òÿæêèì ïîñëåäñòâèÿì, ÷åì îòêëîíåíèå â
äåéñòâèòåëüíîñòè ýôôåêòèâíîãî ïðåïàðàòà. Íî åñëè ìû èùåì çîëîòî, àíà-
ëèçèðóÿ ñîñòàâ êåðíîâ ïðè áóðåíèè ïðåäïîëàãàåìîãî ìåñòîðîæäåíèÿ, òî
åñòåñòâåííî ïðèíÿòü çà íóëåâóþ ãèïîòåçó óòâåðæäåíèå î íàëè÷èè çîëîòà,
èáî îòêëîíèâ åå, êîãäà îíà âåðíà, ìû ïîòåðÿåì íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ñòîè-
ìîñòü íåñêîëüêèõ äîïîëíèòåëüíûõ àíàëèçîâ, óäîñòîâåðÿþùèõ, ÷òî çîëîòî
â ðàçáóðåííîé ìåñòíîñòè îòñóòñòâóåò.

Ñëåäóåò òàêæå îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà îáùóþ ìåòîäîëîãèþ ïðî-
âåðêè ãèïîòåç, îòðàæàåìóþ â âûáîðå ìàëîãî çíà÷åíèÿ óðîâíÿ α. Åñëè íàøè
âûáîðî÷íûå äàííûå ïîïàäàþò â îáëàñòü S ñ èñêëþ÷èòåëüíî ìàëîé âåðîÿò-
íîñòüþ, òî åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïðèâå-
ëî ê ýòîìó ìàëîâåðîÿòíîìó ñîáûòèþ, íå ñîîòâåòñòâóåò èñòèíå è îòêëîíèòü
åãî. Ïîñòóïàÿ òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì òåðÿòü â äåéñòâèòåëüíîñòè âåðíóþ
ãèïîòåçó H0 êðàéíå ðåäêî � íå áîëåå, ÷åì â 100α% ñëó÷àåâ.

Ïðîñòåéøèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ çíà÷èìîñòè ñîñòîèò â èñïîëü-
çîâàíèè ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê òåñòèðóåìîãî ïàðàìåòðà θ. Ðàññìîòðèì ïðî-
ñòåéøèé ñëó÷àé: θ � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð, âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü íå ñî-
äåðæèò äðóãèõ (ìåøàþùèõ) ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòàÿ ãèïîòåçà
H0 : θ = θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ 6= θ0, ãäå θ0 � íåêîòîðîå, àïðèîðè
ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ (íàïðèìåð, â îïûòàõ Ìåíäåëÿ ïðîâå-
ðÿåòñÿ ãèïîòåçà: âåðîÿòíîñòü θ íàñëåäîâàíèÿ äîìèíàíòíîãî ïðèçíàêà ðàâíà
θ0 = 3/4). Åñëè θ̂n = θ̂n(X

(n)) � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà θ, äèñïåðñèÿ êîòîðîé
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n →∞ êàê O(1/

√
n), òî åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êðè-

òè÷åñêóþ îáëàñòü ïîñðåäñòâîì íåðàâåíñòâà√n| θ̂n(X
(n))−θ0 | > C. Âåðîÿò-

íîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà òàêîãî êðèòåðèÿ α(θ0, C) = P θ0
(
√

n| θ̂n(X
(n))−

θ0 | > C), è ïðèðàâíèâàÿ ýòó âåðîÿòíîñòü çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α,

231



íàõîäèì êðèòè÷åñêóþ êîíñòàíòó C = C(α) êàê êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû √

n| θ̂n(X
(n))− θ0 |; òàêîé âûáîð C ïðèâîäèò ê êðèòå-

ðèþ óðîâíÿ α. Åñëè θ (6= θ0) � íåêîòîðîå àëüòåðíàòèâíîå çíà÷åíèå ïàðàìåò-
ðà, òî, â ñèëó ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè,√n| θ̂n(X

(n))−θ0 |→
P
∞, è ïîýòîìó âå-

ðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà β(θ) = Pθ(
√

n| θ̂n(X
(n))− θ0 | ≤ C(α)) → 0,

êîãäà n → ∞. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì êðèòåðèé çàäàííîãî óðîâíÿ
α, îáëàäàþùèé ê òîìó æå ñâîéñòâîì ñîñòîÿòåëüíîñòè � åãî âåðîÿòíîñòü
îøèáêè âòîðîãî ðîäà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè
îáúåìà âûáîðêè n.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíóþ çàäà÷ó òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåð-
êè ãèïîòåç: òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé êðèòåðèé ϕ óðîâíÿ α, êîòîðûé ðàâ-
íîìåðíî ïî âñåì θ ∈ Θ1 ìàêñèìèçèðóåò ìîùíîñòü m(θ) èëè, ÷òî òî æå,
ðàâíîìåðíî ïî θ ∈ Θ1 ìèíèìèçèðóåò âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà
β(θ). Ìû óêàæåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûõ
êðèòåðèåâ çàäàííîãî óðîâíÿ α â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, à ïîêà îáðàòèìñÿ
ê èëëþñòðàöèÿì ââåäåííûõ ïîíÿòèé è ïîñòðîåíèþ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëü-
çóåìûõ íà ïðàêòèêå êðèòåðèåâ, êàñàþùèõñÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç î çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

10. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âåëè÷èíå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùóþñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèÿõ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè çàäà÷ó ïðîâåðêè ñëîæíîé ãèïîòåçû H0 : µ ≤ µ0

ïðè ñëîæíîé àëüòåðíàòèâå H1 : µ > µ0 î ñðåäíåì çíà÷åíèè µ íîðìàëüíîãî
(µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè äèñïåðñèè σ2. Âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå X = n−1

∑n

1
Xk åñòü îïòèìàëüíàÿ îöåíêà íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ

µ, è ïîýòîìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ òîëüêî ÷òî ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì ïîñòðî-
åíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ êðèòåðèåâ, ðàññìîòðèì êðèòåðèé, îòâåðãàþùèé íóëå-
âóþ ãèïîòåçó H0, êîãäà

√
n(X−µ0) > C, èëè, ÷òî òî æå, X > C, ïîñêîëüêó

çíà÷åíèÿ µ0 è n ôèêñèðîâàíû è èçâåñòíû. Ïîñòîÿííàÿ C äîëæíà âûáèðàòü-
ñÿ ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α, îãðàíè÷èâàþùåìó ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà.

Òàê êàê ïðè âûáîðå èç íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêà
X ∼ N (µ, σ2/n), òî ôóíêöèÿ ìîùíîñòè ýòîãî êðèòåðèÿ

m(µ) = Pµ(X > C) = 1− Φ

(
C − µ

σ

√
n

)
= Φ

(
µ− C

σ

√
n

)
.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî m(µ) � ñòðîãî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì µ, òàê ÷òî ðàçìåð
êðèòåðèÿ

α = max
µ≤µ0

m(µ) = m(µ0) = 1− Φ

(
C − µ0

σ

√
n

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ ðàçìåð êðèòåðèÿ óðîâíþ çíà÷èìîñòè α, íàõîäèì êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå C(α) = µ0 + Φ−1(1− α)σ/

√
n.

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà íàøåãî êðèòåðèÿ ðàçìåðà α

β(µ) = Pµ(X ≤ C(α)) = Φ

(
C(α)− µ

σ

√
n

)
=

Φ

(
µ0 − µ

σ

√
n + Φ−1(1− α)

)
, µ > µ0, (1)

óáûâàåò ñ ðîñòîì µ ïî ìåðå åå îòõîäà îò ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ µ0. Íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå β(µ) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå µ = µ0 è ðàâíî 1 − α. Ýòî
çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò ðàçìåðà âûáîðêè n, è ïîýòîìó òðåáóþòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ ïðè ïëàíèðîâàíèè îáúåìà íàáëþäåíèé. Îáû÷íî èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ââåäåíèÿ òàê íàçûâàåìîé çîíû áåçðàçëè÷èÿ � èíòåðâàëà
(µ0, µ1), êîòîðûé âûáèðàåòñÿ èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ïðè èñòèííîì çíà-
÷åíèè µ ∈ (µ0, µ1) ïðèíÿòèå íóëåâîé ãèïîòåçû H0 íå ïðèâîäèò ê ñëèøêîì
òÿæåëûì ïîñëåäñòâèÿì. Îäíàêî ïðè èñòèííîì µ ≥ µ1 âåðîÿòíîñòü ïðèíÿ-
òèÿ H0 äîëæíà áûòü ïîä êîíòðîëåì è íå ïðåâîñõîäèòü íåêîòîðîãî ïðåä-
ïèñàííîãî çíà÷åíèÿ β. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñïëàíèðîâàòü îáúåì
âûáîðêè n, îïðåäåëèâ åãî èç íåðàâåíñòâà β(µ1) ≤ β. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
(1) äëÿ β(µ), íàõîäèì, ÷òî îáúåì âûáîðêè n = n(α, β, µ0, µ1), íåîáõîäèìûé
äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç µ ≤ µ0 è µ ≥ µ1 ñ çàäàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè α

è β íà âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, ðàâåí íàèìåíüøåìó
öåëîìó n, óäîâëåòâîðÿþùåìó íåðàâåíñòâó

n ≥
[
Φ−1(1− α) + Φ−1(1− β)

]2

(µ1 − µ0)2 σ2.

Àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì ñòðîèòñÿ êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïî-
òåçû H0 : µ = µ0 ïðè ñëîæíîé àëüòåðíàòèâå H1 : µ 6= µ0. Â ýòîé çàäà-
÷å åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü ïîñðåäñòâîì íåðàâåíñòâà
|X − µ0 | > C. Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè òàêîãî êðèòåðèÿ

m(µ) = 1−
[

Φ

(
C + µ0 − µ

σ

√
n

)
− Φ

(−C + µ0 − µ

σ

√
n

)]
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ñòðîãî óáûâàåò ïðè µ < µ0, âîçðàñòàåò ïðè µ > µ0 è ïðè µ = µ0 ðàâíà
âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà. Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà
C = C(α) îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α èç óðàâíåíèÿ

m(µ0) = 1−
[

Φ

(
C

σ

√
n

)
− Φ

(−C

σ

√
n

)]
= 2

[
1− Φ

(
C

σ

√
n

) ]
= 1− α,

îòêóäà C(α) = Φ−1(1− α/2)σ/
√

n.

Ëåêöèÿ 12

20. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âåëè÷èíå äèñïåðñèè íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåèçâåñòíîì ñðåäíåì çíà÷åíèè. Ýòî òèïè÷-
íàÿ çàäà÷à êîíòðîëÿ çà âåëè÷èíîé ñëó÷àéíîé îøèáêè â ïàðàëëåëüíûõ íà-
áëþäåíèÿõ íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêè èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Òàê êàê ïðå-
âûøåíèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè σ íàä íåêîòîðûì íîìè-
íàëîì σ0 â ñëó÷àå, êîãäà ìû óòâåðæäàåì σ ≤ σ0, âëå÷åò áîëåå ñåðüåçíûå
ïîñëåäñòâèÿ, ÷åì íåîïðàâäàííûå ïðåòåíçèè ê ñëèøêîì áîëüøîìó ðàçáðîñó
â äàííûõ, òî ñëåäóåò ïðèíÿòü çà íóëåâóþ ãèïîòåçó σ > σ0. Ïðîâåðêà ýòîé
ãèïîòåçû ïðîâîäèòñÿ ïðè åñòåñòâåííîé àëüòåðíàòèâå H1 : σ ≤ σ0, ïðè-
÷åì ìû íå çíàåì çíà÷åíèÿ ìåøàþùåãî ïàðàìåòðà µ � ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, èç êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð.

Êàê íàì èçâåñòíî, âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2 = n−1
∑n

1
(Xk −X)2 åñòü

ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà σ2, åå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò µ, à ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà nS2/σ2 èìååò õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ n−1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçóìíî ðàññìîòðåòü êðèòåðèé ñ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ
nS2 < C. Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè òàêîãî êðèòåðèÿ

m(σ) = Pµ,σ

(
nS2

σ2 ≤ C

σ2

)
= Kn−1

(
C

σ2

)

ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì σ, ïîýòîìó íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè
îøèáêè ïåðâîãî ðîäà äîñòèãàåòñÿ ïðè σ = σ0, è êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå C(α)
êðèòåðèÿ òðåáóåìîãî ðàçìåðà α îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Kn−1

(
Cσ−2

0

)
=

α. Èòàê, C(α) = σ2
0K

−1
n−1(α); âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà

β(σ) = Pµ,σ

(
nS2 > C(α)

)
= 1−Kn−1

(
σ2

0

σ2K
−1
n−1(α)

)
, σ ≤ σ0,

ìîíîòîííî óáûâàåò ïî ìåðå îòõîäà èñòèííîãî çíà÷åíèÿ σ îò íîìèíàëà σ0.
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30. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âåëè÷èíå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè (îäíî-
âûáîðî÷íûé êðèòåðèé Ñòüþäåíòà). Âû, íàâåðíîå, îáðàòèëè âíèìà-
íèå, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êðèòåðèåâ çíà÷èìîñòè ìû ïî ñóùåñòâó èñïîëüçó-
åì ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ ìíîæåñòâ? Ýòî, äåéñòâèòåëüíî, òàê
� ìåæäó çàäà÷àìè äîâåðèòåëüíîé îöåíêè è ïðîâåðêè ãèïîòåç ñóùåñòâóåò
ìíîãî îáùåãî, è, ðåøèâ îäíó çàäà÷ó, ìû ñðàçó æå ïîëó÷àåì ðåøåíèå äðó-
ãîé. Â êîíöå ýòîãî ïàðàãðàôà ìû ôîðìàëèçóåì ýòîò ïàðàëëåëèçì, à ïîêà
áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî íà èíòóèòèâíîì óðîâíå: ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç î ñðåäíåì çíà÷åíèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòà-
òèñòèêó Ñòüþäåíòà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó ïðîâåðêè ñëîæíîé ãèïîòåçû H0 : µ ≤ µ0

ïðè ñëîæíîé àëüòåðíàòèâå H1 : µ > µ0. Òàê êàê âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X

åñòü ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ µ, òî ñòàòèñòèêà Ñòüþäåíòà

T =
X − µ0

S

√
n− 1

îïîñðåäñòâåííî, ÷åðåç âûáîðî÷íûå äàííûå, õàðàêòåðèçóåò óäàëåííîñòü èñ-
òèííîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ µ îò ãðàíèöû µ0, ðàçäåëÿþùåé ãèïîòåçó è àë-
òåðíàòèâó. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ îòâåðãàòü íóëåâóþ ãèïîòåçó µ ≤ µ0, åñ-
ëè T > C, âûáèðàÿ C, êàê îáû÷íî, ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíê-
öèè ìîùíîñòè m(µ; σ) = Pµ,σ(T > C) êðèòåðèÿ T > C. Åñëè ìû ïî-
êàæåì, ÷òî m(µ; σ) åñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà µ

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà σ, òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α(µ; σ) = m(µ : σ), µ ≤ µ0 ïðè êàæ-
äîì ôèêñèðîâàííîì σ áóäåò äîñòèãàòüñÿ â òî÷êå µ = µ0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðàçìåð êðèòåðèÿ â òàêîì ñëó÷àå áóäåò ðàâåí (ñì. ïóíêò 40 ïðåäûäóùåãî
ïàðàãðàôà) α = m(µ0; σ) = Pµ0,σ(T > C) = 1− Sn−1(C), ãäå Sν(·) � ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ ν ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷èì ñâîáîäíûé îò íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ σ êðèòåðèé T > C(α) òðå-
áóåìîãî ðàçìåðà α ñ êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòîé C(α) = S−1

n−1(1 − α). Ýòî
è åñòü òî ñòàòèñòè÷åñêîå ïðàâèëî, êîòîðîå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì
Ñòüþäåíòà èëè t-êðèòåðèåì.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âåðîÿòíîñòü (ôóíêöèÿ ìîùíîñòè) Pµ,σ(T > C)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì µ ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ σ
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è C. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäñòàâèì ñòàòèñòèêó T â ñëåäóþùåì âèäå:

T =
X − µ

S

√
n− 1 +

µ− µ0

σ
· σ

S

√
n− 1.

Åñëè µ � ñðåäíåå çíà÷åíèå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, èç êîòîðîãî ïðîèñ-
õîäèò âûáîð, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè åñòü ñòüþäåíòîâ-
ñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ n− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Âòîðîå ñëàãàåìîå åñòü
ïðîèçâåäåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ∆(µ) = (µ − µ0)

√
n− 1/σ íà ïî-

ëîæèòåëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó σ/S, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé íå çàâèñèò
îò µ è σ. Ïðè ôèêñèðîâàííîì σ ôóíêöèÿ ∆(µ) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì µ è ïðè
ýòîì âñå âòîðîå ñëàãàåìîå âîçðàñòàåò, ÷òî âëå÷åò óâåëè÷åíèå âåðîÿòíîñòè
ñîáûòèÿ ïåðåñêîêà ñòàòèñòèêîé T ïîðîãà C, òî åñòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ
T > C.

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè êðèòåðèé ïðîâåðêè îäíîñòîðîííåé ãèïîòåçû µ ≤ µ0

ïðè îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâå µ > µ0. Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè ýòîãî êðè-
òåðèÿ çàâèñèò îò µ è σ òîëüêî ÷åðåç ïàðàìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ∆ =
(µ−µ0)

√
n− 1/σ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì íåöåíòðàëüíîñòè. Ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè T = (X−µ0)
√

n− 1/S ïðè ïðîèçâîëüíûõ µ è σ, ÷å-
ðåç êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ Ñòüþäåíòà, íàçûâà-
åòñÿ íåöåíòðàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà ñ n−1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû;
òàáëèöû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà íåöåíòðàëüíîñòè
∆, ìîæíî íàéòè â ÒÌÑ.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñòðîåíèå êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû µ = µ0

ïðè äâóñòîðîííåé (ñëîæíîé) àëüòåðíàòèâå µ 6= µ0 íå âûçûâàåò ïðèíöèïè-
àëüíûõ çàòðóäíåíèé. Ýòî êðèòåðèé ñ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ |T | > C, ãäå
êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà C = C(α) = S−1

n−1(1− α/2).

40. Ñðàâíåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé äâóõ íîðìàëüíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé ñ îáùåé íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé (äâóõâûáîðî÷íûé
êðèòåðèé Ñòüþäåíòà). Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, ïðè÷åì X ∼ N (µ1, σ

2), à Y ∼ N (µ2, σ
2), òàê ÷òî DX = DY. Ïî

äâóì íåçàâèñèìûì âûáîðêàì X(n) = (X1, . . . , Xn) è Y (m) = (Y1, . . . , Ym)
(âîçìîæíî, ðàçíîãî îáúåìà) òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó îäíîðîäíîñòè
H0 : µ1 = µ2 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : µ1 > µ2. Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîé
çàäà÷è � âûÿâëåíèå ýôôåêòà íîâîãî ìåòîäà ëå÷åíèÿ íà ãðóïïå èç n ïà-
öèåíòîâ ïîñðåäñòâîì ñðàâíåíèÿ ñ êîíòðîëüíîé ãðóïïîé èç m ïàöèåíòîâ,
ëå÷åíèå êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ ïî ñòàðîé ìåòîäèêå.

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äëÿ íàñ íåñêîëüêî íîâîé, ïîñêîëüêó äî ñèõ ïîð ìû
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èìåëè äåëî òîëüêî ñ îäíîé âûáîðêîé. Òåì íå ìåíåå, îíà ñâîäèòñÿ ê òîé, ÷òî
ìû òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåëè â 30, ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèé.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðàçíîñòü âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ X − Y . Ýòà ñòàòè-
ñòèêà èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì E(X − Y ) = µ1 − µ2 è
äèñïåðñèåé D(X − Y ) = DX + DY = σ2(n−1 + m−1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû µ1 = µ2 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ξ =
X − Y

σ

√
nm

n + m

èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N (0, 1). Äàëåå, íîðìèðî-
âàííûå âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè nS2

X/σ2 è mS2
Y /σ2 íåçàâèñèìû è ðàñïðå-

äåëåíû ïî çàêîíó õè-êâàäðàò ñ n − 1 è m − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîîò-
âåòñòâåííî. Òàê êàê äëÿ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, èìååò ìåñòî òåîðåìà ñëîæåíèÿ, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà η =

(
nS2

X + mS2
Y

)
/σ2 èìååò õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ n + m − 2

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê äâóõâûáîðî÷íîé ñòà-
òèñòèêå Ñòüþäåíòà

Tn,m =
ξ√

η/(n + m− 2)
=

X − Y√
nS2

X + mS2
Y

√
nm(n + m− 2)

n + m
,

ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû åñòü ðàñïðå-
äåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n + m− 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Êàê è â ñëó÷àå îäíîâûáîðî÷íîãî êðèòåðèÿ Ñòüþäåíòà â 30 íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ C è σ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè äâóõ-
âûáîðî÷íîãî êðèòåðèÿ Ñòüþäåíòà Tn,m > C åñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà íåöåíòðàëüíîñòè ∆ = (µ1−µ2)

√
n + m− 2/σ, òàê ÷òî

êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè
èç óðàâíåíèÿ P (Tn,m > C) = 1− Sn+m−2(C) = α è ðàâíà êâàíòèëè ðàñïðå-
äåëåíèÿ Ñòüþäåíòà: C(α) = S−1

n+m−2(1−α). Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè àëüòåðíàòèâå
H1 : µ1 6= µ2 êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà C(α) = S−1

n+m−2(1− α/2).
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî êðèòåðèÿ ñëåäóåò îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå

íà ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí: σ2

X = σ2
Y . Çàäà÷à ñðàâíåíèÿ ñðåäíèõ äâóõ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

ñ íåðàâíûìè äèñïåðñèÿìè è ñ ãàðàíòèðîâàííûì îãðàíè÷åíèåì α íà âå-
ðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé Áåðåíñà�Ôèøåðà.
Èçâåñòíî ëèøü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ïðè áîëüøèõ n è
m.
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50. Ñðàâíåíèå äèñïåðñèé äâóõ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ïðè íåèçâåñòíûõ ñðåäíèõ (êðèòåðèé Ôèøåðà). Íåçàâèñèìûå âû-
áîðêè X(n) è Y (m) áåðóòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
N (µ1, σ2

1) è N (µ2, σ2
2), îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êîòîðîãî ïðîâåðÿåòñÿ ãè-

ïîòåçà σ2
1 = σ2

2 ïðè àëüòåðíàòèâå σ2
1 > σ2

2 ñ ìåøàþùèìè ïàðàìåòðàìè µ1 è
µ2.

Â ýòîé çàäà÷å åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà ñòàòè-
ñòèêå F = nS2

X/mS2
Y , êîòîðàÿ ðàñïðåäåëåíà êàê

χ2
n−1

χ2
m−1

· σ
2
1

σ2
2
.

Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ F > C (êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì Ôè-
øåðà èëè F -êðèòåðèåì)

m

(
σ2

1

σ2
2

)
= Pµ1,µ2,σ1,σ2

(F > C) = P

(
χ2

n−1

χ2
m−1

> C · σ
2
2

σ2
1

)

åñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ äèñïåðñèé σ2
1/σ

2
2. Äëÿ

åå âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ äâóõ íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó õè-êâàäðàò ñ n − 1
è m − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ýòî òàê íàçûâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà
Fn−1,m−1, ïëîòíîñòü êîòîðîãî

fn−1,m−1(x) =
Γ

(
n+m−2

2

)

Γ
(

n−1
2

)
Γ

(
m−1

2

) · x
n−1

2 −1

(x + 1)
n+m−2

2

, x > 0,

âû÷èñëÿåòñÿ ñòîëü æå ïðîñòî, êàê ýòî ìû äåëàëè ïðè âûâîäå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ñòüþäåíòà. Òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ìîæíî íàéòè â ÒÌÑ. Êðèòè-
÷åñêàÿ êîíñòàíòà C êðèòåðèÿ Ôèøåðà çàäàííîãî ðàçìåðà α îïðåäåëÿåòñÿ
êàê êâàíòèëü ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: C(α) = F−1

n−1,m−1(1− α).

Ìû çàâåðøèì èëëþñòðàöèþ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ ñ ïîìîùüþ
ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê òåñòèðóåìîãî ïàðàìåòðà ïðèìåðîì, â êîòîðîì íå âñå-
ãäà ðàçìåð êðèòåðèÿ ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè.

60. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âåðîÿòíîñòè óñïåõà â èñïûòàíèÿõ
Áåðíóëëè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû p = p0 ïðîòèâ àëüòåð-
íàòèâû p < p0 î âåðîÿòíîñòè p óñïåøíîãî èñõîäà â èñïûòàíèÿõ Áåðíóë-
ëè. Ïðèìåð òàêîé çàäà÷è � ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âåðîÿòíîñòè íàñëåäîâàíèÿ
äîìèíàíòíîãî ïðèçíàêà â îïûòàõ Ìåíäåëÿ, êîãäà àëüòåðíàòèâíàÿ ìîäåëü
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ïðåäïèñûâàåò ýòîé âåðîÿòíîñòè ìåíüøåå çíà÷åíèå. Ïðåäëàãàåìûé íèæå ìå-
òîä ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü êðèòåðèè ïðîâåðêè òàêîé ãèïîòåçû ïðè àëü-
òåðíàòèâàõ p > p0 èëè p 6= p0 ïîñðåäñòâîì ïðîñòîé çàìåíû íåðàâåíñòâà,
îïðåäåëÿþùåãî êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, íà îáðàòíîå èëè äâóñòîðîííåå.

Èòàê, åñëè ìû ðàñïîëàãàåì âûáîðêîé X(n) èç äâóõòî÷å÷íîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ B(1, p), òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà óñïåøíûõ èñïûòàíèé (âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå) X ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé p ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííîé âûøå èäåîëîãèåé ïðîâåðêè ãèïîòåç ñ ïîìî-
ùüþ îöåíîê òåñòèðóåìîãî ïàðàìåòðà ìû äîëæíû îòâåðãàòü ãèïîòåçó p = p0

â ïîëüçó p < p0, åñëè X−p0 < C. Ïîñêîëüêó ñòàòèñòèêà T = nX =
∑n

1
Xk

èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå B(n, p), à çíà÷åíèå p0 çàäàíî, òî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ìîùíîñòè óäîáíåå çàïèñàòü êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü â
âèäå T < C. Íî ñòàòèñòèêà T ïðèíèìàåò òîëüêî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
0, 1, . . . , n, ïîýòîìó áåññìûñëåííî ðàññìàòðèâàòü äðîáíûå çíà÷åíèÿ êðèòè-
÷åñêèõ êîíñòàíò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê íàèáîëåå óäîáíîé ôîðìå
çàïèñè êðèòè÷åñêîé îáëàñòè â âèäå T < C, ãäå C ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
1, 2, . . . , n

Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè òàêîãî êðèòåðèÿ

m(p) = Pp (T < C) =
C−1∑

k=0

pk(1− p)n−k,

è ïîñêîëüêó ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòàÿ ãèïîòåçà, òî êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà C

äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α èç íåðàâåíñòâà

m(p0) =
C−1∑

k=0

p k
0 (1− p0)

n−k ≤ α. (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøå C, òåì áîëüøå ìîùíîñòü êðèòåðèÿ, è ïîýòî-
ìó C(α) ñëåäóåò âûáèðàòü êàê íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó (2). Ðàçìåð êðèòåðèÿ ñ òàêèì C(α) íå îáÿçàòåëüíî ðàâåí α,

òàê ÷òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü êðèòåðèé óðîâíÿ α, íî íå ðàçìåðà α (â ïðå-
äûäóùèõ ïðèìåðàõ ñ òåñòîâûìè ñòàòèñòèêàìè, èìåþùèìè ðàñïðåäåëåíèå
íåïðåðûâíîãî òèïà, ìû èìåëè êðèòåðèè ðàçìåðà α). Áîëåå òîãî, åñëè p0

íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî (1− p0)
n > α, òî íå ñóùåñòâóåò òàêèõ C, ïðè êîòîðûõ

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (2). Â òàêîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ïðèíèìàòü íóëå-
âóþ ãèïîòåçó ïðè ëþáîì ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, îáåñïå-
÷èâàÿ òåì ñàìûì íóëåâîé ðàçìåð òàêîãî êðèòåðèÿ �óðîâíÿ α′′ .
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Ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè n ìîæíî èñïîëüçîâàòü íîðìàëüíûå àï-
ïðîêñèìàöèè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àÿ òàêèì îáðàçîì êðè-
òåðèé, ðàçìåð êîòîðîãî àñèìïòîòè÷åñêè (n → ∞) ðàâåí α. Ñòàòèñòèêà T
àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñî ñðåäíèì np è äèñïåðñèåé np(1− p), ïîýòîìó
íåðàâåíñòâî (2) äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòû èìååò àñèìïòî-
òè÷åñêèé àíàëîã

Φ

(
C − np0√
np0(1− p0)

)
≤ α,

îòêóäà C(α) ≈ np0 − Φ−1(1 − α)/
√

np0(1− p0). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òàêîé
ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ α ïðèìåíèì äëÿ ëþ-
áîé êðèòè÷åñêîé îáëàñòè, â çàäàíèè êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
íîðìàëüíàÿ îöåíêà òåñòèðóåìîãî ïàðàìåòðà (ñì. ïîÿñíåíèÿ â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå ïåðåä ïóíêòîì 50).

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûõ êðèòåðèåâ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿ-
åòñÿ, ïîñêîëüêó îäèí èç äâóõ êðèòåðèåâ îäíîãî è òîãî æå óðîâíÿ α ìîæåò
èìåòü áîëüøóþ ìîùíîñòü òîëüêî ïîòîìó, ÷òî îí èìååò áîëüøèé ðàçìåð.
Ìû ñòîëêíåìñÿ ñ ýòîé ïðîáëåìîé â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, íî ñëåäóåò çà-
ìåòèòü, ÷òî ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ íàèáîëåå ìîùíûõ êðèòåðèåâ îáõîäèò ýòîò
íåïðèÿòíûé ìîìåíò çà ñ÷åò ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðàâè-
ëà, ââîäÿ òàê íàçûâàåìûå ðàíäîìèçèðîâàííûå êðèòåðèè. Ê ñîæàëåíèþ, ÿ
íå ðàñïîëàãàþ âðåìåíåì ïîçíàêîìèòü âàñ ñ ýòèì çàìå÷àòåëüíûì îáúåêòîì
òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.

Ìû çàêîí÷èì ýòîò ïàðàãðàô, êàê è áûëî îáåùàíî, ôîðìóëèðîâêîé ïðèí-
öèïà äâîéñòâåííîñòè ìåæäó çàäà÷àìè ïðîâåðêè ãèïîòåç è äîâåðèòåëüíî-
ãî îöåíèâàíèÿ. Ïóñòü A(θ0) ⊂ Xn � îáëàñòü ïðèíÿòèÿ íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ
óðîâíÿ α, òåñòèðóþùåãî ãèïîòåçó H0 : θ = θ0, è ïóñòü A(θ0) îïðåäåëåíà
ïðè ëþáîì θ0 ∈ Θ. Äëÿ êàæäîãî ðåçóëüòàòà x(n) íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîé âû-
áîðêè X(n) ââåäåì ïîäìíîæåñòâî ∆(x(n)) ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
Θ, ïîëîæèâ ∆(x(n)) = {θ : x(n) ∈ A(θ)}. Òîãäà ∆(X(n)) åñòü (1 − α)-
äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ ïàðàìåòðà θ, ïîñêîëüêó Pθ

(
∆(X(n)) 3 θ

)
=

Pθ

(
X(n) ∈ A(θ)

) ≥ 1− α.

Íàïðèìåð, êðèòåðèé Ñòüþäåíòà ïðîâåðêè ãèïîòåçû µ = µ0 î ñðåäíåì
çíà÷åíèè íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé σ2
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èìååò îáëàñòü ïðèíÿòèÿ (ñì. ï. 30 äàííîãî ïàðàãðàôà)

A(µ0) =

{
X(n) :

|X − µ0 |
S

√
n− 1 ≤ S−1

n−1(1− α/2)

}
.

Ïîäñòàâèì â ýòî íåðàâåíñòâî âìåñòî ôèêñèðîâàííîãî µ0 ïàðàìåòð µ è ðàç-
ðåøèì íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî µ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äîâåðèòåëüíîå
óòâåðæäåíèå (ñì. ï. 40 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà)

X − Stα/
√

n− 1 ≤ µ ≤ X + Stα/
√

n− 1,

â êîòîðîì tα = S−1
n−1(1− α/2).

Âû ñàìè ìîæåòå ñîïîñòàâèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, ïîñòðîåííûå
â �6, ñ êðèòåðèÿìè èç �7. Ïðè ýòîì ñîïîñòàâëåíèè ìîæíî âûâåñòè ïîëåç-
íîå ïðàâèëî, êàñàþùååñÿ äîâåðèòåëüíîé îöåíêè ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà θ.

Åñëè èìååòñÿ ñîñòîÿòåëüíûé êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû θ = θ0 ïðè äâó-
ñòîðîííåé àëüòåðíàòèâå θ 6= θ0, òî åãî îáëàñòè ïðèíÿòèÿ ñîîòâåòñòâóåò
äâóñòîðîííèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë. Åñëè æå àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà
íîñèò îäíîñòîðîííèé õàðàêòåð, òî ïðè àëüòåðíàòèâå θ < θ0 ìû ïîëó÷àåì
âåðõíþþ äîâåðèòåëüíóþ ãðàíèöó, à ïðè θ > θ0 � íèæíþþ.

Åñòåñòâåííî, ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè ïðèìåíèì è ê äîâåðèòåëüíûì èí-
òåðâàëàì, êàê ñòàòèñòè÷åñêèì ïðàâèëàì ïðîâåðêè ãèïîòåç: ãèïîòåçà θ ∈ Θ0

îòâåðãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (1−α)-äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü ïðè-
íàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó Θ1, è òàêîå ñòàòèñòè÷åñêîå ïðàâèëî (êðèòåðèé)
ãàðàíòèðóåò çàäàííîå îãðàíè÷åíèå α íà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðî-
äà.
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�8. Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûå êðèòåðèè

Ëåêöèÿ 13

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ çàäàííîãî óðîâíÿ α, êîòîðûé ðàâíîìåðíî
ïî âñåì àëüòåðíàòèâíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà θ ìàêñèìèçèðóåò ìîùíîñòü
êðèòåðèÿ, ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùåå, ïî÷òè î÷åâèäíîå óòâåð-
æäåíèå, êîòîðîå â òåîðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ëåììîé
Íåéìàíà�Ïèðñîíà.

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü, ñîñòîÿùóþ âñåãî èç äâóõ ðàñïðå-
äåëåíèé P0 è P1, ñ îáùèì íîñèòåëåì X è ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè f0(x) è
f1(x), x ∈ X. Ïî âûáîðêå X(n) ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòàÿ ãèïîòåçà H0 : âûáîðêà
âçÿòà èç ðàñïðåäåëåíèÿ P0 ïðè ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå H1 : âûáîðêå ñîîòâåò-
ñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå P1. Îïðåäåëèì êðèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ϕ∗(X(n)) êàê
èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ êðèòè÷åñêîé îáëàñòè

L(X(n)) =
n∏

k=1

f1(Xk)

f0(Xk)
> C.

Ñòàòèñòèêà L íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, à êðè-
òåðèé ϕ∗ � êðèòåðèåì îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èëè êðèòåðèåì Íåéìàíà�
Ïèðñîíà. Êðèòåðèé ϕ∗ îòâåðãàåò íóëåâóþ ãèïîòåçó, åñëè ïðàâäîïîäîáèå
àëüòåðíàòèâû f1,n(X

(n)) =
∏n

1
f1(Xk) â C ðàç ïðåâîñõîäèò ïðàâäîïîäî-

áèå íóëåâîé ãèïîòåçû f0,n(X
(n)) =

∏n

1
f0(Xk). Ýòîò êðèòåðèé îáëàäàåò

ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 8.1.Êðèòåðèé îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ϕ∗ ÿâëÿåòñÿ íàèáî-
ëåå ìîùíûì êðèòåðèåì â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïî-
òåçû ïðè ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå, ðàçìåð êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðà
êðèòåðèÿ ϕ∗. Åñëè êðèòåðèé ϕ∗ èìååò ðàçìåð α, òî îí îáëàäàåò íàèáîëüøåé
ìîùíîñòüþ â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ óðîâíÿ α.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Ïóñòü ϕ = ϕ(X(n)) � ëþáîé äðóãîé êðèòåðèé, ðàç-
ìåð êîòîðîãî

E 0 ϕ(X(n)) ≤ E 0 ϕ∗(X(n)). (1)

Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà êðèòåðèé ϕ∗ èìååò áîëüøóþ ìîùíîñòü, ÷åì
êðèòåðèé ϕ, òî åñòü E 1 ϕ∗(X(n)) ≥ E 1 ϕ(X(n)).
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàë
∫

X
n

[
ϕ∗(x(n))− ϕ(x(n))

] [
f1,n(x

(n))− Cf0,n(x
(n))

]
dµn(x

(n)) =

E 1 ϕ∗(X(n))− E 1 ϕ(X(n))− C
[
E 0 ϕ∗(X(n))− E 0 ϕ(X(n))

]
.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò èíòåãðàë íåîòðèöàòåëåí, è òîãäà ïåðâîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò ñëåäîâàòü èç íåðàâåíñòâà:

E 1 ϕ∗(X(n))− E 1 ϕ(X(n))− C
[
E 0 ϕ∗(X(n))− E 0 ϕ(X(n))

]
≥ 0

êîòîðîå âëå÷åò (ñì. (1))

E 1 ϕ∗(X(n))− E 1 ϕ(X(n)) ≥ C
[
E 0 ϕ∗(X(n))− E 0 ϕ(X(n))

]
≥ 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ϕ∗(x(n))−ϕ(x(n)) è f1,n(x
(n))−Cf0,n(x

(n)), ïðîèç-
âåäåíèå êîòîðûõ èíòåãðèðóåòñÿ, îäíîâðåìåííî ïîëîæèòåëüíû èëè îòðèöà-
òåëüíû ïðè ëþáûõ x(n) ∈ Xn. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ∗(x(n)) −ϕ(x(n)) > 0, òî
ýòî âëå÷åò ϕ∗(x(n)) = 1, ïîñêîëüêó êðèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå,
åñëè îíà íå ðàâíà íóëþ. Íî, ïî îïðåäåëåíèþ êðèòåðèÿ îòíîøåíèÿ ïðàâ-
äîïîäîáèÿ, ðàâåíñòâî ϕ∗(x(n)) = 1 âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå f1,n(x

(n)) −
Cf0,n(x

(n)) > 0. Òî÷íî òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî ϕ∗(x(n)) −
ϕ(x(n)) < 0 âëå÷åò f1,n(x

(n))− Cf0,n(x
(n)) < 0.

Èòàê, êðèòåðèé ϕ∗ íàèáîëåå ìîùåí â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ, ðàçìåð êîòî-
ðûõ íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðà ϕ∗. Åñëè æå E 0 ϕ∗(X(n)) = α, òî ýòî óòâåðæäå-
íèå, î÷åâèäíî, âëå÷åò åãî íàèáîëüøóþ ìîùíîñòü â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ
óðîâíÿ α.

Ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû ê ïîñòðîåíèþ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûõ
êðèòåðèåâ ìû ïðîèëëþñòðèðóåì íà îäíîì ÷àñòíîì ïðèìåðå, èç êîòîðîãî
áóäåò âèäåí îáùèé ïîäõîä ê äàííîé çàäà÷å.

Ïðèì å ð 8.1. Ïðîâåðêà íàäåæíîñòè ïðè ïîêàçàòåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
äîëãîâå÷íîñòè. Â ïðèìåðå 3.3 ìû ðàññìàòðèâàëè ïðîáëåìó îöåíêè íàäåæ-
íîñòè èçäåëèÿ ñ ïîêàçàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äîëãîâå÷íîñòè. Íàïîìíèì,
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, ðåàëèçàöèÿ x êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïðîìåæóòêó
âðåìåíè îò íà÷àëà ðàáîòû äî ìîìåíòà îòêàçà íåêîòîðîãî èçäåëèÿ, íàçûâà-
åòñÿ äîëãîâå÷íîñòüþ, è ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), x ≥ 0 ñëó÷àéíîé
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âåëè÷èíû X ìîæíî ðàññ÷èòàòü íàäåæíîñòü H(t) èçäåëèé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ãàðàíòèéíîìó âðåìåíè t : H(t) = P (X ≥ t) = 1− F (t).

Ïóñòü äîëãîâå÷íîñòü X ðàñïðåäåëåíà ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x | θ) = 1− exp{−x/θ}, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ êîòî-
ðîé íå èçâåñòíî. Ìû äîëæíû óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî íàäåæíîñòü âûïóñêàå-
ìûõ èçäåëèé äîñòàòî÷íî âûñîêà: H(t) ≥ P0, ãäå P0 �íàèìåíüøàÿ äîïóñòè-
ìàÿ äîëÿ èçäåëèé, êîòîðûå äîëæíû ïðîñëóæèòü ãàðàíòèéíûé ñðîê t.

Ýòî òèïè÷íàÿ çàäà÷à ïðîâåðêè ãèïîòåç, ðåøåíèå êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ñ
îïðåäåëåíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû H0. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â ñòà-
òèñòè÷åñêîì êðèòåðèè êîíòðîëèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ H0, êîãäà
îíà â äåéñòâèòåëüíîñòè âåðíà. Â íàøåé êîíêðåòíîé ïðîáëåìå ñïåöèôèêà-
öèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû âî ìíîãîì çàâèñèò îò òîãî, ÷òî ïîâëå÷åò çà ñîáîé
îòêàç èçäåëèÿ. Åñëè ìû âûïóñêàåì áûòîâûå ïðèáîðû, òî îòêàç èçäåëèÿ
äî ãàðàíòèéíîãî ñêðîêà t ïîâëå÷åò èçäåðæêè íà ðåìîíò, êîòîðûå ìîãóò
áûòü íåçíà÷èòåëüíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòîèìîñòüþ èçäåëèÿ. Â òàêîì ñëó-
÷àå åñòåñòâåííî âûáðàòü â êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòåçû óòâåðæäåíèå î íà-
äåæíîñòè èçäåëèé � îòêëîíèâ ýòó ãèïîòåçó, êîãäà îíà âåðíà, ìû ïîòåðÿåì
äîðîãîñòîÿùóþ ïðîäóêöèþ, ðåìîíò êîòîðîé íàì îáîøåëñÿ áû çíà÷èòåëü-
íî äåøåâëå, ÷åì åå óíè÷òîæåíèå èëè ïðîäàæà ïî áðîñîâîé öåíå. Åñëè æå
îòêàç èçäåëèÿ ïðèâîäèò ê êàòàñòðîôè÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì, íàïðèìåð, ê
ãèáåëè ëþäåé, òî çäåñü ðàññóæäàòü íå÷åãî, è çà íóëåâóþ ãèïîòåçó ñëåäó-
åò áðàòü óòâåðæäåíèå î �íåíàäåæíîñòè� . Îòêëîíèâ òàêóþ ãèïîòåçó, êî-
ãäà îíà â äåéñòâèòåëüíîñòè âåðíà, ìû ñòîëêíåìñÿ ñ íåïðèåìëåìî áîëüøîé
äîëåé îòêàçîâ äî èñòå÷åíèÿ ãàðàíòèéíîãî ñðîêà, è ïîýòîìó ðèñê îò ïðè-
íÿòèÿ �ïëîõèõ� èçäåëèé äîëæåí áûòü êîíòðîëèðóåì. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì
âàðèàíòå è ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòå-
ðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû �íåíàäåæíîñòè� H0 : H(t) < P0 ïðè àëüòåðíàòèâå
H1 : H(t) ≥ P0, êîãäà H(t) = exp{−t/θ}.

Â òåðìèíàõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ íóëåâàÿ ãèïîòåçà ïðèíèìàåò âèä H0 :
θ < θ0 = −t/ ln α. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå àëüòåðíàòèâíîå çíà÷åíèå θ1 >
θ0, è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû H ′

0 : θ = θ0 ïðè
ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå H ′

1 : θ = θ1. Íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé ïðîâåðêè
ïðîñòîé ãèïîòåçû ïðè ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå èìååò êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü
âèäà (ñì. òåîðåìó 8.1)

L(X(n)) =
n∏

k=1

f1(Xk)

f0(Xk)
=

θ0

θ1
exp

{(
1

θ0
− 1

θ1

) ∑n

1
Xk

}
> C,
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ãäå êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷è-
ìîñòè α èç óñëîâèÿ P θ0

(
L(X(n)) > C

) ≤ α. Ïîñêîëüêó ñòàòèñòèêà Tn =∑n

1
Xk èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå G(n, θ0), òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ C â ïî-

ñëåäíåì íåðàâåíñòâå ñëåäóåò ïîëîæèòü çíàê ðàâåíñòâà. Êðîìå ýòîãî, ñòà-
òèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L(X(n)) åñòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ñòà-
òèñòèêè Tn, ïîýòîìó êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü L(X(n)) > C ìîæíî çàïèñàòü â
ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå Tn > C è íàõîäèòü íîâîå C èç ðàâåíñòâà P θ0

(Tn >

C) = 1 − Gn(C/θ0) = α (ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, íàì âñå ðàâíî, êàêîå C îïðå-
äåëÿòü, íî íà ïðàêòèêå, âíå ñîìíåíèÿ, óäîáíåå èìåòü äåëî ñ êðèòè÷åñêîé
îáëàñòüþ Tn > C).

Èòàê, C(α) = θ0 ·G−1
n (1−α), ãäå G−1

n (·) � êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ G(n, 1), è êðèòåðèé ϕ∗(X(n)) = I{Tn>C(α)}(X(n)) çàäàííîãî
ðàçìåðà α ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ìîùíûì â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ óðîâíÿ α,
ïðîâåðÿþùèõ ãèïîòåçó H ′

0 ïðè àëüòåðíàòèâå H ′
1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî äðóãîãî êðèòåðèÿ ϕ ñ E θ0
ϕ(X(n)) ≤ α âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E θ1
ϕ(X(n)) ≤ E θ1

ϕ∗(X(n)). (2)

Íî êðèòåðèé ϕ∗ íå çàâèñèò îò âûáîðà àëüòåðíàòèâíîãî çíà÷åíèÿ θ1 ïà-
ðàìåòðà θ � êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà C(α) = θ0 · G−1

n (1 − α)! Ñëåäîâàòåëü-
íî, íåðàâåíñòâî (2) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ θ1 > θ0, è ìû ïðèõîäèì ê
çàêëþ÷åíèþ, ÷òî êðèòåðèé ϕ∗ åñòü ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòå-
ðèé â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ óðîâíÿ α, ïðîâåðÿþùèõ ïðîñòóþ ãèïîòåçó
H ′

0 : θ = θ0 ïðè ñëîæíîé àëüòåðíàòèâå H1 : θ > θ0.

Äàëåå, ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ ϕ∗, êàê êðèòåðèÿ ðàçëè÷åíèÿ èñ-
õîäíûõ ñëîæíûõ ãèïîòåç H0 : θ < θ0 è H1 : θ ≥ θ0, ðàâíà m(θ) =
E θ ϕ∗(X(n)) = P θ(Tn > C(α)) = 1 − Gn(G

−1
n (1 − α)θ0/θ), θ > 0. Ýòî �

âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ θ, ïîýòîìó ìàêñèìóì âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâî-
ãî ðîäà (ðàçìåð êðèòåðèÿ) ðàâåí m(θ0) = 1 − Gn

(
G−1

n (1− α)
)

= α. Òà-
êèì îáðàçîì, êðèòåðèé ϕ∗ åñòü êðèòåðèé ðàçìåðà α ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1, îáëàäàþùèé ðàâíîìåðíî íàèáîëüøåé ìîùíî-
ñòüþ â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ ϕ ñ îãðàíè÷åíèåì E θ0

ϕ(X(n)) = α. Íî â òà-
êîì ñëó÷àå îí áóäåò ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûì è â áîëåå óçêîì êëàññå
êðèòåðèåâ óðîâíÿ α, òî åñòü êðèòåðèåâ ϕ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ
E θ ϕ(X(n)) ≤ α ïðè ëþáîì θ < θ0.

Áîëåå òîãî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êðèòåðèé ϕ∗ îáëàäàåò ìèíèìàëü-
íîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α(θ) = m(θ), θ ≤ θ0 â êëàññå âñåõ
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êðèòåðèåâ óðîâíÿ α. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü ìåñòàìè íóëåâóþ ãè-
ïîòåçó è àëüòåðíàòèâó è âûáðàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè, ðàâíûé 1− α.

Â ýòîì ïðèìåðå ïîñòðîåíèå ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ
ñòàëî âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ îñîáîìó ñâîéñòâó ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: ñòàòèñòèêà L(X(n)) îòíîøåíèÿ ïðàâäî-
ïîäîáèÿ åñòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ñòàòèñòèêè Tn =

∑n

1
Xk. Ýòî �

÷àñòíûé ñëó÷àé ñòàòèñòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îáëàäàþùèõ äîñòàòî÷íîé ñòàòè-
ñòèêîé T, èáî â ñèëó òåîðåìû ôàêòîðèçàöèè ó òàêèõ ñòðóêòóð L(X(n)) =
gθ1

(T )/gθ0
(T ) çàâèñèò îò X(n) òîëüêî ÷åðåç çíà÷åíèÿ T (X(n)). Äîïîëíèòåëü-

íîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ îòíîñèòåëüíî T îáåñ-
ïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå è âîçìîæíîñòü êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ðàâ-
íîìåðíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ, ïðè÷åì êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü òàêîãî
êðèòåðèÿ îáÿçàòåëüíî èìååò âèä T > C èëè T < C. Íàïðèìåð, êðèòåðèé∑n

1
Xk > C ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå C ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷è-

ìîñòè α áóäåò ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûì êðèòåðèåì â êëàññå âñåõ êðè-
òåðèåâ óðîâíÿ α ïðîâåðêè ãèïîòåçû θ < θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå θ ≥ θ0, êîãäà
θ åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (äèñïåðñèÿ ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ èçâåñòíîé) èëè ïàðàìåòð ìàñøòàáà ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (ïàðàìåòð
ôîðìû èçâåñòåí). Íî åñëè θ � ïàðàìåòð òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé, êàê äâóõòî-
÷å÷íîå èëè Ïóàññîíà, òî êðèòåðèé ϕ∗ ñ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ

∑n

1
Xk > C

îáëàäàåò ðàâíîìåðíî íàèáîëüøåé ìîùíîñòüþ òîëüêî â êëàññå òåõ êðèòå-
ðèåâ, ðàçìåð êîòîðûõ íå áîëüøå ðàçìåðà ϕ∗.

Äðóãèå êðèòåðèè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà-
ôå, òàêæå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé íàèáîëüøåé ìîùíîñòè, è ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíà, íî ìå-
òîäèêà äîêàçàòåëüñòâà ñîâåðøåííî äðóãàÿ è òðåáóåò ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ
ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè � íåçàâè-
ñèìîñòè îò ìåøàþùèõ ïàðàìåòðîâ. Íî ýòî óæå ñîâñåì äðóãàÿ îáëàñòü òå-
îðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç, ïîãîâîðèòü î êîòîðîé ó íàñ íå õâàòàåò âðåìåíè. ß
ëó÷øå ðàññêàæó âàì î íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óõèùðåíèÿõ â ïðàêòè-
÷åñêèõ ïðèìåíåíèÿõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñ áîëü-
øåé ñòåïåíüþ íàãëÿäíîñòè îöåíèòü ñòåïåíü ñîãëàñèÿ ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçû
ñ âûáîðî÷íûìè äàííûìè.

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè êðèòåðèè çàäàííîãî óðîâíÿ α îáëàäàþò òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî èõ êðèòè÷åñêèå îáëàñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå T (X(n)) >

C(α), ãäå T � íåêîòîðàÿ ñòàòèñòèêà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàñõîæäåíèå âû-
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áîðî÷íûõ äàííûõ ñ ïðåäïîëàãàåìûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà. Óâåëè÷åíèå
óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ C(α), è ìû ïîëó÷àåì ñè-
ñòåìó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà êðèòè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ýòî çàìå÷àòåëüíîå
ñâîéñòâî íàøèõ êðèòåðèåâ ïîçâîëÿåò íåñêîëüêî èçìåíèòü ìåòîäîëîãèþ èõ
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Äî ñèõ ïîð ìû ôèêñèðîâàëè óðîâåíü çíà÷è-
ìîñòè α, íàõîäèëè ïî íåìó êðèòè÷åñêóþ êîíñòàíòó C(α) è ñðàâíèâàëè åå
ñ âûáîðî÷íûì çíà÷åíèåì t = T (x(n)) ñòàòèñòèêè T = T (X(n)). Ïîñòóïèì
òåïåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëó÷èâ âûáîðî÷íûå äàííûå x(n), âû÷èñëèì
çíà÷åíèå t = T (x(n)) è ðàññìîòðèì êðèòåðèé T (X(n)) > t. Ðàçìåð òàêîãî
êðèòåðèÿ αêð. = P0

(
T (X(n)) > t

)
íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì óðîâíåì çíà-

÷èìîñòè, êîòîðûé òðàêòóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ñòîëü æå áîëüøèå
ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó âûáîðî÷íûìè äàííûìè è íóëåâîé ãèïîòåçîé, êàê è äëÿ
âûáîðî÷íûõ äàííûõ x(n).

Åñòåñòâåííî, ìû ïî-ïðåæíåìó ìîæåì ðàáîòàòü ñ çàäàííûì óðîâíåì çíà-
÷èìîñòè α, îòêëîíÿÿ íóëåâóþ ãèïîòåçó, åñëè αêð. < α, è ïðèíèìàÿ åå
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êñòàòè, ïðèíèìàÿ ãèïîòåçó, íå ñëåäóåò óòâåðæäàòü,
÷òî îíà âåðíà. Íà ýòîò ñ÷åò ñóùåñòâóåò áîëåå äåëèêàòíîå âûðàæåíèå: �âû-
áîðî÷íûå äàííûå ñîãëàñóþòñÿ ñ âûäâèíóòîé ãèïîòåçîé,� èáî, êàê ãîâîðèë
îäèí èç ñîçäàòåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñýð Ä.Ôèøåð, �ãèïîòåçû íå
ïðîâåðÿþòñÿ, à ðàçâå ëèøü îòâåðãàþòñÿ� . Òàê âîò, â ñâåòå ýòîãî âûñêàçû-
âàíèÿ áîëåå ðàçóìíî ïðîñòî ñîîáùàòü ïîëó÷åííûé êðèòè÷åñêèé óðîâåíü
çíà÷èìîñòè, ñîïðîâîæäàÿ åãî ñëåäóþùèì êîììåíòàðèåì, êîòîðûé ìîæíî
ñ÷èòàòü ìåæäóíàðîäíûì ñòàòèñòè÷åñêèì ñòàíäàðòîì. Åñëè αêð. ≤ 0.01,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ðàñõîæäåíèå ìåæäó ãèïîòåçîé è âûáîðî÷íûìè äàííûìè
âûñîêî çíà÷èìî, åñëè 0.01 < αêð. ≤ 0.05, òî ïðîñòî � çíà÷èìî, åñëè æå
0.05 < αêð. ≤ 0.10 � ïî÷òè çíà÷èìî, è â ñëó÷àå αêð. > 0.10 � íå çíà÷èìî.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â íåêîòîðûõ ïðèìåíåíèÿõ êðèòåðèåâ çíà÷èìîñòè (îñî-
áåííî, â ìåäèöèíå) αêð. íàçûâàþò äîñòîâåðíîñòüþ. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå,
ñîâåðøåííî ôàíòàñòè÷åñêèå íàçâàíèÿ αêð., êîòîðûå ÿ íå áóäó çäåñü ïðè-
âîäèòü â ñèëó èõ êðàéíå íåïðèëè÷íîãî çâó÷àíèÿ.

Ïîãîâîðèì òåïåðü îá îïòèìàëüíûõ ñâîéñòâàõ äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûì êðèòåðèÿì. Ðàññìîòðèì
òîëüêî ñëó÷àé âåðõíåé äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöû θn = θn(X

(n)).

Îïðåäåëåíèå 8.1 Âåðõíÿÿ (1−α)-äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà θn íàçûâàåò-
ñÿ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå òî÷íîé, åñëè îíà ðàâíîìåðíî ïî âñåì θ è θ′, óäîâëå-
òâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó θ′ > θ, ìèíèìèçèðóåò âåðîÿòíîñòü P θ (θn(X

(n)) ≥
θ′).
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ðàâíîìåðíî íàèáîëåå òî÷íîé ãðàíèöû θn èíòåð-
âàë (−∞; θn ] ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ 1−α íàêðûâàåò èñòèííîå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà θ, íî îí ñ ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ íàêðûâàåò ëþáûå çíà÷å-
íèÿ θ, ëåæàùèå ïðàâåå èñòèííîãî.

Åñëè ìû ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó H : θ = θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå K(θ0) :
θ < θ0, è îáëàñòü ïðèíÿòèÿ A(θ0) ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíîãî êðè-
òåðèÿ ðàçìåðà α îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ∆n(x

(n)) =
{θ : x(n) ∈ A(θ)} ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ ⊆ R åñòü èíòåðâàë
(−∞ : θn(x

(n)) ], òî θn(X
(n)) åñòü ðàâíîìåðíî íàèáîëåå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ

(1− α)-äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà. Âñå îáúÿñíÿåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî: âåðîÿò-
íîñòü P θ (θn(X

(n)) ≥ θ ′ ) = P θ (X(n) ∈ A(θ ′ )) åñòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè
âòîðîãî ðîäà ó êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H : θ = θ ′ ïðè àëüòåðíàòèâå
K(θ ′ ) : θ < θ ′. Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé åñòåñòâåííî îá-
ëàäàåò ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè âòîðîãî ðîäà. Âñå
ïîñòðîåííûå íàìè â �6 äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû îáëàäàþò îïòèìàëüíûìè
ñâîéñòâàìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàëîé âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ òåõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðà, êîòîðûå íå ñîîòâåòñòâóþò èñòèíå.
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�9. Ïðîâåðêà ìîäåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.
Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ

Ëåêöèÿ 14

Ðàññìîòðåííûå íàìè ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøàþùèõ ôóíê-
öèé â ïðîáëåìàõ îöåíêè ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðêè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç
ñóùåñòâåííî îïèðàëèñü íà òàêèå îñîáûå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé,
êàê ñóùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê, ìîíîòîííîñòü îòíîøåíèÿ ïðàâ-
äîïîäîáèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè, íåçàâèñèìîñòü âûáîðîê è
ïðî÷åå. Îöåíèòü æå ïîñëåäñòâèÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ êîíêðåòíûõ ðåøàþùèõ
ôóíêöèé (íàéòè ôóíêöèþ ðèñêà ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðàâèëà) âîîáùå íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì áåç çíàíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè. Îòñþäà âîçíè-
êàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè îáùèõ ìåòîäîâ òåñòèðîâàíèÿ (ïðîâåðêè)
ïðåäëàãàåìîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè P = {Pθ, θ ∈ Θ} ïî äàííûì ñëó÷àé-
íîé âûáîðêè, èëè íåñêîëüêèõ âûáîðîê, êîòîðûå ïðåäïîëîæèòåëüíî èçâëå-
êàþòñÿ èç íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé ñåìåéñòâà P. Çíà÷èìûå ðàñõîæäåíèÿ
ìåæäó ìîäåëüíûìè è ýìïèðè÷åñêèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè âûíóæäàþò ñòà-
òèñòèêà ïåðåñìîòðåòü ïîñûëêè, ïîëîæåííûå â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ âåðîÿò-
íîñòíîé ìîäåëè, è òåì ñàìûì èçáåæàòü áîëüøèõ ïîòåðü îò èñïîëüçîâàíèÿ
çàâåäîìî ïëîõèõ ðåøàþùèõ ïðàâèë (òî÷íåå ïðàâèë, êîòîðûå îïòèìàëüíû
íå äëÿ òîé ìîäåëè).

Ïîíÿòíî, ÷òî ðå÷ü èäåò î ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç áåç îñîáîé
ñïåöèôèêàöèè àëüòåðíàòèâ ê íóëåâîé ãèïîòåçå. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïðàâèëà
ïðîâåðêè ìîäåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé îáû÷íî íàçûâàþòñÿ êðèòåðèÿìè ñî-
ãëàñèÿ, è â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ñëîæèëñÿ íåêîòîðûé òðàäèöèîí-
íûé íàáîð òàêèõ êðèòåðèåâ, îáëàäàþùèõ áîëüøîé óíèâåðñàëüíîñòüþ. Ýòî
êðèòåðèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïðîâåðÿòü íå òîëüêî ïðèíàäëåæ-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ê îïðåäåëåííîìó
ñåìåéñòâó, íî è òåñòèðîâàòü íåêîòîðûå áîëåå �ãðóáûå� ÷åðòû ìîäåëè, êàê
òî íåçàâèñèìîñòü êîìïîíåíò íàáëþäàåìîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (âåêòîðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû), âîçìîæíîñòü îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ âûáîðîê â îä-
íó (ïðîâåðêà ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè âûáîðîê) è ìíîæåñòâî äðóãèõ ïðåäïî-
ëîæåíèé, êàñàþùèõñÿ ñòðóêòóðû âûáîðî÷íûõ äàííûõ. Ìû ïîçíàêîìèìñÿ
â ýòîì ïàðàãðàôå ñ íàáîðîì óíèâåðñàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð, îáú-
åäèíÿåìûõ îáùèì íàçâàíèåì êðèòåðèè õè-êâàäðàò. Îá îäíîì èç íèõ ìû
óæå óïîìèíàëè â �2 â ñâÿçè ñ ïîñòðîåíèåì ãèñòîãðàììû âûáîðêè; ýòî �
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10. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ õè-êâàäðàò. Ðåøàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðî-
áëåìà ïðîâåðêè ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû X (âîçìîæíî, âåêòîðíîé). Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïî-
ñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ïðèâåëî ê ïîëíîé ñïåöèôèêàöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, òî åñòü ïðîáëåìà ñîñòîèò â ïðîâåðêå ïðîñòîé ãèïîòåçû H : ðàñïðåäå-
ëåíèå X íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (X, A) åå çíà÷åíèé åñòü P (A), A ∈ A.

Ïîñòðîåíèå êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ âûáîðî÷íûõ äàííûõ c ðàñïðåäåëåíèåì P

íà÷èíàåòñÿ ñ ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X íà r ≥ 2 ÷àñòåé A1, . . . , Ar; X =∑r

1
Ai . Ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó ÷èñëà r è ñïîñîáó ðàçáèåíèÿ íîñÿò äî-

âîëüíî ðàñïëûâ÷àòûé õàðàêòåð, è åñëè íå óòî÷íÿòü âîçìîæíûå àëüòåðíà-
òèâû ê P, òî, êàê âû ñàìè ïîíèìàåòå, òàêèõ ðåêîìåíäàöèé íå ìîæåò áûòü â
ïðèíöèïå. Ãëàâíîå, ðàçáèåíèå íå äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ âûáîðî÷íûìè çíà-
÷åíèÿìè, íàäî ñòðåìèòñÿ ê îáëàñòÿì îäèíàêîâîé êîíôèãóðàöèè è ðàçìåðà,
íå ñëåäóåò äåëàòü ñëèøêîì ïîäðîáíîå ðàçáèåíèå. Íàïðèìåð, åñëè X = R
(íàáëþäàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà), òî ïðÿìàÿ R ðàçáèâà-
åòñÿ íà r èíòåðâàëîâ âèäà (−∞, a], (a, a + ∆], (a + ∆, a + 2∆], . . . , (a +
(r − 3)∆, a + (r − 2)∆], (a + (r − 2)∆, +∞), òàê ÷òî äëèíà âíóòðåííèõ
èíòåðâàëîâ ïîñòîÿííà è ðàâíà ∆. Êîíå÷íî âûáîð r çàâèñèò îò îáúåìà âû-
áîðêè n, íî äàæå ïðè èñêëþ÷èòåëüíî áîëüøèõ n íå äåëàåòñÿ áîëåå 15-20
ðàçáèåíèé; ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ãèñòîãðàììå îòðàçèòü âñþ
ñïåöèôèêó ôîðìû òåñòèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîñëå ðàçáèåíèÿ X ïðîâîäèòñÿ ñîðòèðîâêà âûáîðî÷íûõ äàííûõ ïî îá-
ëàñòÿì ðàçáèåíèé è ïîäñ÷èòûâàþòñÿ êîëè÷åñòâà ν1, . . . , νr,

∑r

1
νi = n,

äàííûõ, ïîïàâøèõ â ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè A1, . . . Ar. Âû÷èñëÿþòñÿ �òå-
îðåòè÷åñêèå� âåðîÿòíîñòè pi = P (Ai), i = 1, . . . , r ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íûõ
äàííûõ â ýòè îáëàñòè è âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå x2 òåñòîâîé ñòàòèñòèêè

X2 =
r∑

i=1

(νi − npi)
2

npi
.

Ãèïîòåçà H îòâåðãàåòñÿ, åñëè x2 > C, ãäå êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà C âûáè-
ðàåòñÿ ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî, óäîâëå-
òâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó P (X2 > C) ≤ α. Åñòåñòâåííî, íà ïðàêòèêå èñïîëü-
çóþò êðèòè÷åñêèé óðîâåíü çíà÷èìîñòè αêð. = P (X2 > x2), ñîïðîâîæäàÿ
åãî êîììåíòàðèÿìè òèïà òåõ, êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû â ïðåäûäóùåì ïà-
ðàãðàôå ïîñëå ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè. Îäíàêî
òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè X2 íàéòè â ÿâíîì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
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âîçìîæíûì; ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X2 ïðè n →∞ óñòàíîâèë Ê.Ïèðñîí
â ñàìîì íà÷àëå ÕÕ âåêà.

Òåîðåìà 9.1. Åñëè ÷èñëî ðàçáèåíèé r ≥ 2 ôèêñèðîâàíî, à îáúåì âû-
áîðêè n →∞, òî ðàñïðåäåëåíèå X2 ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ õè-êâàäðàò
ñ r − 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.. Î÷åâèäíî, äëÿ âûâîäà ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ X2 ñëåäóåò â ïåðâóþ î÷åðåäü îáðàòèòüñÿ ê ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ ÷àñòîò ν1, . . . , νr,

∑n

1
νi = n. Ýòî ìóëüòèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

M(r, n, p), (ñì. �9 êóðñà ÒÂ) ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

f(x1, . . . , xr) = P (ν1 = x1, . . . , νr = xr) =
n!

x1! · · · xr!
px1

1 · · · pxr
r ,

ñîñðåäîòî÷åííîå íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå
∑n

1
xi = n. Òåîðåìà 9.1 èç

êóðñà ÒÂ óòâåðæäàåò, ÷òî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïåðâûõ r − 1 ÷àñòîò
ν1, . . . , νr−1 àïïðîêñèìèðóåòñÿ r− 1-ìåðíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
Åñòåñòâåííî, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âñåãî âåêòîðà ÷àñòîò ν1, . . . , νr ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêå íà èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ñòàíäàðòíûå îò-
êëîíåíèÿ áóäåò âûðîæäåííûì, èáî

∑n

1
νi = n. Âûðîæäåííûå ðàñïðåäåëå-

íèÿ ëó÷øå âñåãî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èáî
òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå, òîëüêî ïåðåõîäÿ ê ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò íà òîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ãäå ñîñðåäîòî÷åíî òàêîå ðàñïðå-
äåëåíèå, è ýòî ÷ðåçâû÷àéíî óñëîæíÿåò òåõíèêó àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà
ðàñïðåäåëåíèé. Èòàê, íàéäåì ñîâìåñòíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ν1, . . . , νr.

Âñïîìíèì ñõåìó ìóëüòèíîìèàëüíûõ èñïûòàíèé. Ìû íàáëþäàåì âûáîð-
êó Y1, . . . , Yn èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Y = (X1, . . . , Xr), âñå
êîìïîíåíòû êîòîðîãî, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé (ñêàæåì, Xj), ìîãóò ïðèíè-
ìàòü òîëüêî íóëåâûå çíà÷åíèÿ, â òî âðåìÿ êàê Xj = 1. Êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà Yi âûáîðêè Y (n) = (Y1, . . . , Yn) åñòü íåçàâèñèìàÿ êîïèÿ Y, òàê ÷òî
Yi = (X1i, . . . , Xri) è Xji � êîïèÿ (â ñìûñëå îäèíàêîâîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ)
Xj, j = 1, . . . , r, i = 1, . . . , n. Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ

νj =
n∑

i=1

Xji, j = 1, . . . , r.

Åñëè ìû íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ϕY (t), t = (t1, . . . , tr),
íàáëþäàåìîãî âåêòîðà Y, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕν(t) âåêòîðà
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÷àñòîò ν = (ν1, . . . , νr) áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå ϕν(t) = ϕn
Y (t), èáî

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâ-
íà ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëàãàåìûõ (ïóíêò 30 òåîðå-
ìû 12.1 êóðñà ÒÂ). Íî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðà Y (íàïîìíèì,∑r

1
Xj = 1)

ϕY (t) = E exp

{
i

r∑
1

tjXj

}
=

r∑
1

pje
i tj ,

è ïîýòîìó

ϕν(t) =

(
r∑
1

pje
i tj

)n

.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóí-
êöèè âåêòîðà X íîðìèðîâàííûõ ÷àñòîò

Xj =
νj − npj√

npj
, j = 1, . . . , r,

ñóììà êâàäðàòîâ êîìïîíåíò êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó X2

(èçâèíèòå, ÷òî èñïîëüçóþ áóêâó X â íîâîì ñìûñëå, íî íå õî÷åòñÿ ââîäèòü
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íîâûå ñèìâîëû). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïîäâåðãíóòû ëèíåéíî-
ìó ïðåîáðàçîâàíèþ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå, àíàëîãè÷íîé ïóíêòó 20 òåî-
ðåìû 12.1:

ϕX(t) = exp

{
−i

r∑
1

tj
√

npj

}(
r∑
1

pj exp

{
i tj√
npj

})n

.

Ðàçëîæèì ëîãàðèôì ýòîé ôóíêöèè â ðÿä Ìàêëîðåíà ïî ñòåïåíÿì t1, . . . ,

tr, êàê ýòî äåëàëîñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû:

ln ϕX(t) = −i
√

n

r∑
1

tj
√

pj+

n ln

[
1 +

i√
n

r∑
1

tj
√

pj − 1

2n

r∑
1

t2j + O(n−3/2)

]
=

= −1

2

r∑
1

t2j +
1

2

(
r∑
1

tj
√

pj

)2

+ O(n−1/2).
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Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåêòîðà X íîðìèðîâàííûõ ÷àñòîò åñòü

lim
n→∞

ϕX(t) = exp



−

1

2




r∑
1

t2j −
(

r∑
1

tj
√

pj

)2





 .

Ýòî � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ r-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé Λ = I−pp′, ãäå I � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà, à p = (

√
p1, . . . ,

√
pr) � âåêòîð ñòîëáåö.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

Q(t) =
r∑
1

t2j −
(

r∑
1

tj
√

pj

)2

,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþò êîâàðèàöèè êîìïîíåíò âåêòîðà Z =
(Z1, . . . , Zr), ðàñïðåäåëåííîãî ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Åñëè ïðîèçâåñòè îð-
òîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå A âåêòîðà t, ïîëàãàÿ u = At è ôèêñèðóÿ
ïîñëåäíþþ ñòðîêó ìàòðèöû A òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íîâîì âåêòîðå u =

(u1, . . . , ur) êîìïîíåíòà ur =
∑r

1
tj
√

pj, òî ìû ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íóþ ôîð-
ìó (âñïîìíèòå àíàëîãè÷íûå îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íîðìàëüíîãî
âåêòîðà ïðè âûâîäå ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè â ëåììå Ôèøå-
ðà)

Q(t) =
r∑
1

t2j −
(

r∑
1

tj
√

pj

)2

=
r∑
1

u2
j − u2

r =
r−1∑
1

u2
j .

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Y = BZ âåê-
òîðà Z, ïîñëå êîòîðîãî Y1, . . . , Yr−1 íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåíû ñî ñðåäíèìè, ðàâíûìè íóëþ, è åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìè, à Yr

èìååò íóëåâîå ñðåäíåå è íóëåâóþ äèñïåðñèþ, òî åñòü Yr = 0 ïî÷òè íàâåðíîå.
Âñå ýòî, êîíå÷íî, ñëåäñòâèå âûðîæäåííîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âåêòîðà Z � îíî ñîñðåäîòî÷åíî íà ãèïåðïëîñêîñòè

∑r

1
Zj
√

pj = 0.

Èçó÷èì òåïåðü ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè X2 =
∑r

1
X2

j . Ïî-
ñêîëüêó ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà X ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì
âåêòîðà Z, òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè X2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

∑r

1
Z2

j . Êàê èçâåñòíî, îðòîãîíàëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò ñóììû êâàäðàòîâ, ïîýòîìó

∑r

1
Z2

j =
∑r

1
Y 2

j =
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∑r−1

1
Y 2

j . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè X2 åñòü
ðàñïðåäåëåíèå ñóììû êâàäðàòîâ r − 1 íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
èìåþùèõ îáùåå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ
ýòî � õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ r − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òåîðåìà Ïèð-
ñîíà äîêàçàíà.

Ëåêöèÿ 15

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ñëîæíóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðîáëåìó, â êîòî-
ðîé ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î ïðèíàäëåæíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ P íàáëþäà-
åìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåêîòîðîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó P =
{P θ, θ ∈ Θ ⊆ Rs}, èíäåêñèðîâàííîìó s-ìåðíûì ïàðàìåòðîì θ = (θ1, . . . , θs).
Â òàêîì ñëó÷àå

X2(θ) =
r∑

i=1

(νi − npi(θ))
2

npi(θ)

íå ìîæåò íàçûâàòüñÿ ñòàòèñòèêîé è åå íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè
ñëîæíîé ãèïîòåçû H : P ∈ P. Åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ êàêîé-ëèáî
îöåíêîé θ̂n = θ̂n(X

(n)) ïàðàìåòðà θ è ðàññìîòðåòü òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó

X̂2 = X2(θ̂n) =
r∑

i=1

(νi − npi(θ̂n))
2

npi(θ̂n)
.

Ïîíÿòíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè X̂2 ìîæåò çàâèñåòü îò ìåòîäà
îöåíêè ïàðàìåòðà θ. Îäíàêî, åñëè îïðåäåëèòü îöåíêó θ̂n èç óñëîâèÿ ìèíè-
ìóìà ñëó÷àéíîé ôóíêöèè X2(θ), òî, êàê ïîêàçàë Ôèøåð, ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò âñå ðàññìîòðåííûå íàìè
â êóðñå ÒÂ âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè
X̂2 åñòü õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ r − s − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Åñëè
æå θ̂n � îöåíêà θ ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, òî ïðåäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå X̂2, òàêæå ïðè óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè òèïà òåõ, ÷òî îáåñïå-
÷èâàëè àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü θ̂n, èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
K(x), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

Kr−1(x) ≤ K(x) ≤ Kr−s−1(x),

ïðè ëþáîì x > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî è ìû íå áó-

äåì èì çàíèìàòüñÿ èç-çà íåäîñòàòêà âðåìåíè. Èäåéíàÿ ñòîðîíà ïðîáëåìû
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íàì ÿñíà, è êîëü ñêîðî íàì ñîîáùèëè ðàñïðåäåëåíèå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè,
òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ðàñ÷åòà êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ çíà÷èìî-
ñòè. Â ñëó÷àå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, êîãäà ìû ðàñïîëàãàåì
äâóñòîðîííåé îöåíêîé αêð., ðåêîìåíäóåòñÿ ïðè îòêëîíåíèè ãèïîòåçû îðè-
åíòèðîâàòüñÿ íà αêð. = 1 − Kr−1(x

2)
(
> 1−Kr−s−1(x

2)
)
, à â ñëó÷àå åå

ïðèíÿòèÿ � íà αêð. = 1−Kr−s−1(x
2)

(
< 1−Kr−1(x

2)
)
, ÷òîáû óìåíüøèòü

ðèñê îò ïðèíÿòèÿ íåïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ.
Êðèòåðèé õè-êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì ñòàòèñòè÷åñêèì

ìåòîäîì òåñòèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, ïîñêîëüêó ïðåäåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò ïà-
ðàìåòðîâ, çíà÷åíèå êîòîðûõ íåèçâåñòíî. Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà √nDn =√

n supx |Fn(x) − F (x) | > C, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü â íà÷àëå �2, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü òîëüêî äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû F (·) = F 0 (·) î âèäå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè F 0 (x | θ) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ è â ñòà-
òèñòèêó √nDn âìåñòî F (x) ïîäñòàâëÿåòñÿ F 0

(
x | θ̂n(X

(n))
)

, òî ðàñïðåäå-
ëåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì ñòàòèñòèêè √nDn çàâèñèò êàê îò
âèäà ôóíêöèè F 0, òàê è îò ïàðàìåòðà θ. Ñóùåñòâóåò, ïðàâäà, íåñêîëüêî ñëó-
÷àåâ îñîáîé ñâÿçè ìåæäó x è θ â çàïèñè ôóíêöèè F 0, ïðè íàëè÷èè êîòîðîé
ðàñïðåäåëåíèå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè íå çàâèñèò îò θ. Ýòî, íàïðèìåð, òàêèå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè ìàñøòàáà è ñäâèãà, êàê íîðìàëü-
íîå è ïîêàçàòåëüíîå. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñîñòàâëÿþòñÿ
ñïåöèàëüíûå òàáëèöû êðèòè÷åñêèõ êîíñòàíò è êðèòè÷åñêèõ óðîâíåé çíà÷è-
ìîñòè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà
ñ îöåíêàìè íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííîé îøèáêîé â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäîâ òåñòèðîâàíèÿ
âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðîâåðêå ãèïîòåç, êàñàþùèõñÿ íå ñòîëüêî âèäà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñêîëüêî èõ îñîáûõ ñâîéñòâ,
íàëè÷èå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü
è äîáèòüñÿ åå áîëåå ÷åòêîé ñïåöèôèêàöèè.

20. Êðèòåðèé íåçàâèñèìîñòè õè-êâàäðàò (òàáëèöû ñîïðÿæåí-
íîñòè ïðèçíàêîâ). Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à âûÿâëåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæ-
äó îïðåäåëåííûìè ïðèçíàêàìè íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ ÷àñòî âîçíèêàåò â
ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìû ñëó÷àéíî âûáðàëè n îñîáåé èç íåêîòîðîé ýòíè÷åñêîé ïîïóëÿöèè, è õî-
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òèì âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè çàâèñèìîñòü ìåæäó öâåòîì âîëîñ è öâåòîì
ãëàç. Ìû ðàçëè÷àåì s ≥ 2 óðîâíåé ïåðâîãî ïðèçíàêà (íàïðèìåð, áëîíäèí,
áðþíåò, øàòåí è ðûæèé) è r ≥ 2 óðîâíåé âòîðîãî (íàïðèìåð, êàðèå, ñåðûå,
ãîëóáûå è çåëåíûå). Âñå n îñîáåé ðàçáèâàþòñÿ íà sr ãðóïï â ñîîòâåòñòâèè
ñ íàëè÷èåì òåõ èëè èíûõ óðîâíåé êàæäîãî ïðèçíàêà, è ñîñòàâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ òàáëèöà ÷àñòîò îñîáåé â êàæäîé ãðóïïå.

Ïðèçíàêè 1 2 · · · s Ñóììà
1 ν 11 ν 12 · · · ν 1s ν 1 ·
2 ν 21 ν 22 · · · ν 2s ν 2 ·... ... ... ... ... ...
r ν r1 ν r2 · · · ν rs ν r ·

Ñóììà ν · 1 ν · 2 · · · ν · s n

Òàêèå òàáëèöû, â êîòîðûõ ñóììû

ν i · =
s∑

j=1

ν ij, ν · j =
r∑

i=1

ν ij,

íàçûâàþòñÿ òàáëèöàìè ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü
íóëåâóþ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ïåðåìåííûå ïðèçíàêè, ïî êîòîðûì ïîñòðîåíà
òàáëèöà, íåçàâèñèìû. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùóþ
òàêîãî ðîäà òàáëè÷íûì äàííûì è ñîñòàâèì ñòàòèñòèêó X2 äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè.

Ïóñòü p ij � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî îòîáðàííàÿ îñîáü èìååò i-ûé
óðîâåíü ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó è j-ûé � ïî âòîðîìó, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s.
Ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè îçíà÷àåò, ÷òî p ij = p i · p · j, ãäå

p i · =
s∑

j=1

p ij, p · j =
r∑

i=1

p ij

ïðè ëþáûõ i = 1, . . . , r è j = 1, . . . , s. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû íåçàâèñèìî-
ñòè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó

X2 =
∑
i,j

(ν ij − n p i · p · j)
2

n p i · p · j
, (1)

â êîòîðîé ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå rs ãðóïï òàáëèöû ñî-
ïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî X2 ÿâëÿåòñÿ òåñòîâîé ñòàòèñòèêîé
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òîëüêî â ñëó÷àå èçâåñòíûõ çíà÷åíèé r + s − 2 ïàðàìåòðîâ p i · è p · j, i =
1, . . . , r, j = 1, . . . , s (íàïîìíèì,

∑r
1 p i · =

∑s
1 p · j = 1, òàê ÷òî ñ ïîìîùüþ

ýòèõ ñîîòíîøåíèé äâà èç r + s ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, p r · è p · s, ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç îñòàëüíûå r + s− 2 ïàðàìåòðîâ). Â ýòîì ñëó÷àå X2 èìååò
â ïðåäåëå (n →∞) õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ rs− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Êîíå÷íî, âñÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòè ïàðàìåòðû íåèçâåñòíû.
Îêàçûâàåòñÿ, îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

p̂ i · =
ν i ·
n

, p̂ · j =
ν · j
n

, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s,

ýòèõ ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû îöåíêàì ïî ìåòîäó ìèíè-
ìóìà ñòàòèñòèêè X2, è ïîýòîìó ïîäñòàíîâêà â ïðàâóþ ÷àñòü (1) ýòèõ îöåíîê
ïðèâîäèò ê ñòàòèñòèêå

X̂2 = n
∑
i,j

(ν ij − ν i · ν · j/n)2

ν i · ν · j
= n

(∑
i,j

ν2
ij

ν i · ν · j
− 1

)
,

ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé åñòü õè-êâàäðàò ñ rs− (r + s− 2)− 1 =
(r − 1)(s− 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Åñòåñòâåííî, ñòàòèñòèêó X̂2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè íåçàâè-
ñèìîñòè êîìïîíåíò äâóìåðíîãî âåêòîðà (X, Y ), è ïðè ýòîì òàáëèöà ñîïðÿ-
æåííîñòè ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòîòíûå äàííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãèñòîãðàììû
äâóìåðíîé âûáîðêè (X1, Y1), . . . , (Xn Yn). Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì íîð-
ìèðîâàííàÿ ñòàòèñòèêà X2 ìîæåò ñëóæèòü ìåðîé çàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ
(èëè êîìïîíåíò X è Y ñëó÷àéíîãî âåêòîðà).

30. Êðèòåðèé îäíîðîäíîñòè õè-êâàäðàò. Àíàëèçèðóþòñÿ äàí-
íûå s ≥ 2 íåçàâèñèìûõ ìóëüòèíîìèàëüíûõ ñõåì èñïûòàíèé ñ îäèíàêî-
âûì ÷èñëîì r ≥ 2 âîçìîæíûõ èñõîäîâ è ñîîòâåòñòâóþùèìè îáúåìàìè
n1, . . . , ns íàáëþäåíèé â êàæäîé ñõåìå. Ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà îäíîðîäíî-
ñòè: âñå ñõåìû èñïûòàíèé èìåþò îäèíàêîâûé âåêòîð âåðîÿòíîñòåé p =

(p1, . . . , pr),
∑r

1
pi = 1, ïîÿâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäîâ, ïðè÷åì çíà-

÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà p íå èçâåñòíû. Îáîçíà÷àÿ ν ij ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ
i-ãî èñõîäà â j-îì èñïûòàíèè, ïðåäñòàâèì äàííûå íàáëþäåíèé â âèäå òà-
áëèöû, àíàëîãè÷íîé òàáëèöå ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ
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èñõ. \ ñõåì. 1 2 · · · s Ñóììà
1 ν 11 ν 12 · · · ν 1s ν 1 ·
2 ν 21 ν 22 · · · ν 2s ν 2 ·... ... ... ... ... ...r ν r1 ν r2 · · · ν rs ν r ·

Ñóììà n 1 n 2 · · · n s n

Ñîñòàâèì ñíà÷àëà ñòàòèñòèêó õè-êâàäðàò äëÿ ñëó÷àÿ èçâåñòíîãî âåêòîðà
âåðîÿòíîñòåé p:

X2 =
s∑

j=1

r∑
i=1

(ν ij − n j p i)
2

n j p i
.

Âíóòðåííÿÿ ñóììà

X2
j =

r∑
i=1

(ν ij − n j p i)
2

n j p i

ïðåäñòàâëÿåò ñòàòèñòèêó õè-êâàäðàò äëÿ j-îé ñõåìû ìóëüòèíîìèàëüíûõ
èñïûòàíèé, è ïîýòîìó èìååò â ïðåäåëå (nj → ∞) õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëå-
íèå ñ r − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñòàòèñòèêà X2 åñòü ñóììà s íåçàâèñèìûõ
ñòàòèñòèê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ïðåäåëüíîå õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëå-
íèå, òàê ÷òî, â ñèëó òåîðåìû ñëîæåíèÿ, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X2 åñòü
õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ (r − 1)s ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Â ñëó÷àå íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé èñõîäîâ, êîòîðûå ïðè ñïðà-
âåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû îäèíàêîâû äëÿ âñåõ ñõåì èñïûòàíèé, èñïîëü-
çóåì èõ îöåíêè p̂ i = ν i ·/n, i = 1, . . . , r, (âñåãî îöåíèâàåòñÿ r−1 ïàðàìåòð).
Ïîäñòàíîâêà ýòèõ îöåíîê â X2 äàåò ñòàòèñòèêó

X̂2 = n
∑
i,j

(ν ij − n j ν i ·/n)2

n j ν i ·
= n

(∑
i,j

ν2
ij

n j ν i ·
− 1

)
,

ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé åñòü õè-êâàäðàò ñ (r − 1)s − (r − 1) =
(r− 1)(s− 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Çàìå÷àòåëåí òîò ôàêò, ÷òî ìû ïîëó÷èëè
òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó òàêîãî æå âèäà è ñ òåì æå ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì, ÷òî è ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ.

Åñòåñòâåííî, ïîñòðîåííûé êðèòåðèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåð-
êè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèé, èç êîòîðûõ èçâëåêàþòñÿ s ≥ 2
âûáîðîê. Âûáîðî÷íûå äàííûå ïðè ýòîì ïîäâåðãàþòñÿ ãðóïïèðîâêå â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ âûáîðîê ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà X íà
r ≥ 2 îáëàñòåé.
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